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P L A N T I S O F S E C O N D O R D E R I S P R E S E N T E D . I T I S C O N C L U D E D T H A T 
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W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S D O E S T H E O P T I M U M S Y S T E M E X H I B I T 
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An e x a m p l e p r o b l e m o f C l a s s I I I i s s o l v e d b y l i n e a r i z ­
i n g t h e p l a n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i n s o m e " r e a s o n a b l e " 
m a n n e r , a n d t h e n s e l e c t i n g w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s f o r t h i s 
l i n e a r i z e d m o d e l . T h e r e s u l t i n g s y s t e m d o e s h a v e s a t i s f a c ­
t o r y r e s p o n s e c h a r a c t e r i s t i c s . I t i s c o n c l u d e d t h a t t h e 
q u a d r a t i c I P c a n r e s u l t i n a n a c c e p t a b l e d e s i g n f o r p r o b l e m s 
o f C l a s s I I I . 
C H A P T E R I 
I N T R O D U C T I O N 
O B . I E C T I V E 
T H E P R I M A R Y O B J E C T I V E O F T H I S I N V E S T I G A T I O N I S T O 
S T U D Y T H E W E I G H T E D Q U A D R A T I C ( I N T H E S T A T E A N D C O N T R O L 
V A R I A B L E S ) I N D E X O F P E R F O R M A N C E ( I P ) I N A N A T T E M P T T O 
D E T E R M I N E I T S A P P L I C A B I L I T Y A S A D E S I G N C R I T E R I O N F O R 
A U T O M A T I C C O N T R O L S Y S T E M S . 
T H E Q U A D R A T I C I P I N T H E S T A T E A N D C O N T R O L V A R I A B L E S 
M A Y B E W R I T T E N I N V E C T O R N O T A T I O N A S 
T 
W H E R E X A N D U A R E T H E V E C T O R R E P R E S E N T A T I O N S O F T H E S T A T E 
A N D C O N T R O L V A R I A B L E S , C I S A M A T R I X O F W E I G H T I N G C O E F F I ­
C I E N T S F O R T H E S T A T E V A R I A B L E S A N D G I S A M A T R I X O F W E I G H T ­
I N G C O E F F I C I E N T S F O R T H E C O N T R O L V A R I A B L E S . T H E S Y M B O L 
< A , B > D E N O T E S T H E S C A L A R P R O D U C T O F T H E V E C T O R S A A N D B , 
B A C K G R O U N D 
T H E T E R M " I N D E X O F P E R F O R M A N C E " H A S N O T Y E T B E E N 
G I V E N A N Y W I D E L Y A C C E P T E D D E F I N I T I O N I N T H E L I T E R A T U R E . 
M A N Y A U T H O R S D E F I N E T H E T E R M F O R T H E P U R P O S E S O F A 
I P 
O 
[ < X , C X > + < U , G U > ] D T ( 1 ) 
2 
p a r t i c u l a r s t u d y , w h i l e o t h e r s s i m p l y u s e t h e t e r m g e n e r i -
c a l l y , a s s u m i n g t h a t t h e r e a d e r c a n a t t a c h s i g n i f i c a n c e t o 
t h e t e r m w i t h o u t a n y p r e c i s e d e f i n i t i o n . T h e t e r m s " p e r f o r m ­
a n c e m e a s u r e " a n d " p e r f o r m a n c e c r i t e r i o n " a r e a l s o u s e d i n 
t h e l i t e r a t u r e t o i m p l y e s s e n t i a l l y t h e s a m e i d e a s a s " i n d e x 
o f p e r f o r m a n c e . " S i n c e t h e r e i s n o g e n e r a l l y a c c e p t e d 
e x p l i c i t d e f i n i t i o n o f t h e t e r m , " i n d e x o f p e r f o r m a n c e " w i l l 
b e d e f i n e d h e r e a s a n y q u a n t i t y w h o s e v a l u e i s r e l a t e d t o 
t h e d y n a m i c p e r f o r m a n c e o f a p h y s i c a l s y s t e m . T h e t e r m 
" d y n a m i c p e r f o r m a n c e " i n c l u d e s w i t h i n i t s s c o p e t r a n s i e n t 
c h a r a c t e r i s t i c s , f r e q u e n c y r e s p o n s e c h a r a c t e r i s t i c s a n d 
e n e r g y c o n s u m p t i o n c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s t e m . 
T h e h i s t o r y o f i n d i c e s o f p e r f o r m a n c e f o r a u t o m a t i c 
c o n t r o l s y s t e m s p r o p e r l y b e g i n s w i t h a d i s c u s s i o n o f s y s t e m s 
w h i c h c a n b e d e s c r i b e d b y l i n e a r c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t d i f ­
f e r e n t i a l e q u a t i o n s . T h e m o s t b a s i c p e r f o r m a n c e m e a s u r e 
a p p l i c a b l e t o l i n e a r c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t c o n t r o l s y s t e m s i s 
t h e m e a s u r e o f t h e s t a b i l i t y o f t h e s y s t e m , 1 A c o n t r o l s y s ­
t e m i s s a i d t o b e s t a b l e i f t h e s y s t e m , o p e r a t i n g a t s o m e 
s t e a d y - s t a t e c o n d i t i o n , w i l l r e t u r n t o t h a t c o n d i t i o n a f t e r 
T h e c o n c e p t o f s t a b i l i t y c a n , o f c o u r s e , b e a p p l i e d 
t o a n y t y p e o f c o n t r o l s y s t e m . F u r t h e r m o r e , s e v e r a l t y p e s 
o f s t a b i l i t y h a v e b e e n d e f i n e d i n t h e l i t e r a t u r e . K a l m a n 
a n d B e r t r a m d i s c u s s s t a b i l i t y i n s o m e d e t a i l i n ( l ) . 
A D I S T U R B A N C E . T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F A L I N E A R 
C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T S Y S T E M M A Y B E E X A M I N E D T O D E T E R M I N E 
W H E T H E R O R N O T T H E S Y S T E M I S S T A B L E . R O U T H ( 2 ) A N D N Y Q U I S T 
( 3 ) H A V E D E V E L O P E D M E T H O D S O F D E T E R M I N I N G S T A B I L I T Y O F 
L I N E A R S Y S T E M S . L Y A P U N O V ( 4 ) H A S G I V E N A M E T H O D O F D E T E R ­
M I N I N G S T A B I L I T Y W H I C H I S A P P L I C A B L E T O S Y S T E M S D E S C R I B E D B Y 
L I N E A R E Q U A T I O N S W I T H T I M E V A R Y I N G C O E F F I C I E N T S A N D B Y N O N ­
L I N E A R E Q U A T I O N S , A S W E L L A S T O L I N E A R C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T 
S Y S T E M S . 
A W I D E V A R I E T Y O F I N D I C E S O F P E R F O R M A N C E A P P L I C A B L E 
T O L I N E A R C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T S Y S T E M S H A S B E E N I N U S E F O R 
M A N Y Y E A R S . G I B S O N ( 5 ) G I V E S A N E X C E L L E N T S U M M A R Y O F T H E S E 
I P A L O N G W I T H C O M M E N T S U P O N T H E I R R E L A T I V E M E R I T S . T H E S E 
C L A S S I C A L I P M A Y B E D I V I D E D I N T O A T I M E D O M A I N G R O U P A N D A 
F R E Q U E N C Y D O M A I N G R O U P . 
T H E T I M E D O M A I N G R O U P O F I P I N C L U D E S M A X I M U M O V E R ­
S H O O T , R I S E T I M E A N D S E T T L I N G T I M E F O R A S T E P I N P U T T O T H E 
2 
S Y S T E M . F O R S Y S T E M S O F T H I R D A N D H I G H E R O R D E R , T H E T I M E 
D O M A I N I P A R E U S U A L L Y E V A L U A T E D W I T H T H E A I D O F E I T H E R A N 
A N A L O G O R A D I G I T A L C O M P U T E R . F O R S Y S T E M S O F F I R S T A N D 
T H E S E M E A S U R E S A R E A L S O A P P L I C A B L E T O T I M E - V A R Y I N G 
L I N E A R A N D T O N O N - L I N E A R S Y S T E M S , O F C O U R S E . H O W E V E R , T H E Y 
A R E B A S I C T O L I N E A R C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T S Y S T E M A N A L Y S I S 
A N D D E S I G N . 
4 
S E C O N D O R D E R T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F T H E S Y S T E M M A Y B E 
E X A M I N E D T O D E T E R M I N E T H E T I M E D O M A I N I P . F O R E X A M P L E , T H E 
C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F L I N E A R S E C O N D O R D E R C O N S T A N T 
C O E F F I C I E N T S Y S T E M S M A Y B E W R I T T E N I N T H E F O R M : 
T H E V A L U E S O F ^ , C 0 N A N D ^ C B N D E T E R M I N E W H A T T H E M A X I M U M O V E R ­
S H O O T , R I S E T I M E , A N D S E T T L I N G T I M E W I L L B E F O R T H E S Y S T E M . 
T H E R O O T S O F T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N M A Y A L S O B E U S E D T O 
E S T I M A T E T H E V A L U E O F T H E T I M E D O M A I N P E R F O R M A N C E I N D E X F O R 
S Y S T E M S O F A N Y O R D E R . I N F A C T , E X A M I N A T I O N O F T H E R O O T S O F 
T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N I S O N E O F T H E M O R E U S E F U L 
M E T H O D S O F E S T I M A T I N G T H E T I M E D O M A I N I P , A N D A N Y E X P E R I E N C E D 
C O N T R O L E N G I N E E R C A N D E T E R M I N E T H E D E S I R A B I L I T Y O F A L I N E A R 
S Y S T E M F R O M K N O W L E D G E O F T H E S E R O O T S . 
P E R F O R M A N C E O F A S Y S T E M S U B J E C T E D T O A S I N U S O I D A L L Y V A R Y I N G 
I N P U T . T H E F R E Q U E N C Y D O M A I N P E R F O R M A N C E M A Y B E R E L A T E D T O 
T H E T I M E D O M A I N P E R F O R M A N C E T H R O U G H F O U R I E R T R A N S F O R M S , A N D 
T H E R E F O R E , T H E F R E Q U E N C Y D O M A I N C H A R A C T E R I S T I C S O F A S Y S T E M 
I M P L Y C E R T A I N T I M E D O M A I N C H A R A C T E R I S T I C S . T H E U S E F U L N E S S 
O F F R E Q U E N C Y D O M A I N I P I S D U E P R I M A R I L Y T O T H E F A C T T H A T 
C O N V E N I E N T M E T H O D S O F D E T E R M I N I N G T H E S E C H A R A C T E R I S T I C S H A V E 
B E E N D E V E L O P E D . N Y Q U I S T ( 3 ) W A S T H E F I R S T T O S U G G E S T U S E F U L 
0 ( 2 ) 
F R E Q U E N C Y D O M A I N I P A R E B A S E D U P O N T H E S T E A D Y - S T A T E 
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f r e q u e n c y d o m a i n I P a n d t o g i v e c o n v e n i e n t m e t h o d s f o r 
e v a l u a t i n g t h e s e i n d e x e s . P h a s e m a r g i n a n d g a i n m a r g i n w e r e 
s u g g e s t e d b y N y q u i s t ( 3 ) a s f r e q u e n c y d o m a i n I P „ B o d e ( 6 ) 
i n 1 9 4 5 s u g g e s t e d a n i m p r o v e d m e t h o d o f d e t e r m i n i n g p h a s e 
m a r g i n a n d g a i n m a r g i n . B o d e ' s m e t h o d a l s o y i e l d s i n f o r m a ­
t i o n a s t o t h e r e s o n a n c e p e a k a n d t h e b a n d w i d t h , w h i c h a r e 
a l s o u s e f u l f r e q u e n c y d o m a i n I P . 
T h e f r e q u e n c y d o m a i n a n d t i m e d o m a i n i n d i c e s o f p e r ­
f o r m a n c e h a v e b e e n i n v a l u a b l e i n t h e d e s i g n o f a u t o m a t i c 
c o n t r o l s y s t e m s i n t h e p a s t . H o w e v e r , t h e s e i n d i c e s o f p e r ­
f o r m a n c e v i r t u a l l y a l w a y s r e q u i r e t h a t t h e " c u t a n d t r y " 
m e t h o d o f d e s i g n b e u s e d f o r s y s t e m s o f h i g h e r t h a n s e c o n d 
o r d e r . T h a t i s , a g i v e n s y s t e m i s m o d i f i e d a n d t h e i n d e x o f 
p e r f o r m a n c e e v a l u a t e d . I f t h e i n d e x o f p e r f o r m a n c e i s n o t 
s a t i s f a c t o r y , t h e s y s t e m i s a g a i n m o d i f i e d a n d t h e i n d e x 
e v a l u a t e d . T h i s " c u t a n d t r y " p r o c e s s i s r e p e a t e d u n t i l a n 
a c c e p t a b l e s y s t e m r e s u l t s . 
I n r e c e n t y e a r s t h e r e h a s a p p e a r e d i n t h e l i t e r a t u r e 
a l a r g e a m o u n t o f w o r k d e v o t e d t o s p e c i f y i n g i n d i c e s o f p e r ­
f o r m a n c e t h a t h a v e t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f a m e t r i c q u a n t i t y . 
T h a t i s , e f f o r t s h a v e b e e n m a d e t o s p e c i f y i n d i c e s o f p e r ­
f o r m a n c e f o r w h i c h t h e d e s i r a b i l i t y o f t h e s y s t e m i n c r e a s e s 
a s t h e v a l u e o f t h e I P i n c r e a s e s ( o r d e c r e a s e s ) . I P o f t h i s 
m e t r i c t y p e o f f e r t h e p o s s i b i l i t y o f t h e s y n t h e s i s o f 
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" o p t i m u m " s y s t e m s b y m a t h e m a t i c a l l y m a x i m i z i n g ( o r m i n i m i z ­
i n g ) t h e I P . I f s u i t a b l e I P o f t h i s t y p e c o u l d b e f o u n d , 
t h e " c u t a n d t r y " m e t h o d s c o u l d b e r e p l a c e d b y a s i n g l e 
e x t r e m i z i n g o p e r a t i o n w h i c h w o u l d y i e l d n o t j u s t a n a c c e p t ­
a b l e s y s t e m b u t a n " o p t i m u m " s y s t e m . M a n y i n d i v i d u a l s i n 
t h e c o n t r o l f i e l d h a v e r e c o g n i z e d t h e d e s i r a b i l i t y o f I P 
t h a t l e n d t h e m s e l v e s t o m a t h e m a t i c a l o p t i m i z a t i o n , a n d a 
r a t h e r l a r g e n u m b e r o f I P h a v e b e e n s u g g e s t e d i n r e c e n t 
y e a r s . M o s t o f t h e s e r e l a t i v e l y n e w I P a r e i n t h e f o r m o f 
a n i n t e g r a l o f s o m e t i m e v a r y i n g f u n c t i o n o v e r a n i n t e r v a l 
o f t i m e . H a l l ( 7 ) a p p e a r s t o h a v e b e e n t h e f i r s t t o s u g g e s t 
a n i n t e g r a l I P . H e p r o p o s e d t h e f o l l o w i n g i n d e x a s a 
m e a s u r e o f s y s t e m p e r f o r m a n c e : 
w h e r e e ( t ) i s t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e d e s i r e d o u t p u t a n d 
t h e a c t u a l o u t p u t o f t h e s y s t e m . T h e o p t i m u m s y s t e m w o u l d 
b e t h a t s y s t e m y i e l d i n g t h e m i n i m u m v a l u e o f I P . S i n c e 
H a l l ' s o r i g i n a l u s e o f a n i n t e g r a l I P , n u m e r o u s o t h e r 
i n t e g r a l i n d i c e s h a v e b e e n p r o p o s e d ( 8 - 1 4 ) . A n e x c e l l e n t 
s u m m a r y o f t h e i n d i c e s p r o p o s e d t h r o u g h 1 9 6 0 i s g i v e n b y 
S c h u l t z a n d R i d e o u t ( 1 3 ) . W o l k o v i t c h , e t a l . , ( 1 4 ) a l s o 
g i v e a t a b u l a r s u m m a r y o f t h e i n t e g r a l I P t h a t h a v e b e e n 




( 3 ) 
T a b l e 1 
S o m e P r o p o s e d I n t e g r a l I P 
S y m b o l 
I T A E 
M e a s u r e 
t e ( t ) d t 
C o m m e n t s 
A c c o r d i n g t o r e f ( 1 4 ) , t h i s i s g o o d m e a s u r e f o r 
a n a l o g s t u d i e s . 
I T S E t e ^ ( t ) d t B e t t e r f o r a n a l y t i c a l w o r k t h a n I T A E a c c o r d i n g 
t o ( 1 4 ) . 
1BE e ^ ( t ) d t Y i e l d s r e s u l t o n l y f o r f o r m d e t e r m i n e d s y s t e m s . 
L A E e ( t ) d t Y i e l d s a c c e p t a b l e r e s u l t s o n l y f o r l o w o r d e r 
s y s t e m s . 
I Q S C 
I F E T 
[ < x , C x > + < u , G i > ] d t 
/ F [ e ( t ) , t ] d t 
J r\ 
M a t h e m a t i c a l l y c o n v e n i e n t , b u t l i t t l e i n f o r m a ­
t i o n a s t o h o w t o s e l e c t C a n d m a t r i c e s . 
Q u i t e " g e n e r a l " i n t h a t i t i n c l u d e s a l l o t h e r 
m e a s u r e s a b o v e . 
W H I C H H A V E B E E N P R O P O S E D A N D I N D I C A T E S L E T T E R S Y M B O L S T H A T 
W I L L B E U S E D T O R E F E R T O T H E S E I N D I C E S . 
T H E S E L E C T I O N O F A N A P P R O P R I A T E I P I S O B V I O U S L Y A N 
E S S E N T I A L S T E P I N T H E D E S I G N ( O R S Y N T H E S I S ) O F A N O P T I M U M 
C O N T R O L S Y S T E M . N E V E R T H E L E S S , T H E R E H A S B E E N V E R Y L I T T L E 
P U B L I S H E D I N F O R M A T I O N D E A L I N G W I T H T H I S P R O B L E M . W O L K O V I T C H , 
E T A L . ( 1 4 ) , H A V E I N V E S T I G A T E D T H E I N T E G R A L O F T I M E - A B S O L U T E 
E R R O R ( I T A E ) A N D T H E I N T E G R A L O F T I M E - S Q U A R E D E R R O R ( I T S E ) 
I N D I C E S I N S O M E D E T A I L , A N D T H E I R W O R K I S A S I G N I F I C A N T C O N ­
T R I B U T I O N T O T H E L I T E R A T U R E O N S E L E C T I O N O F I P . K A L M A N ( 1 5 ) 
H A S I N V E S T I G A T E D T H E Q U A D R A T I C I N T H E S T A T E A N D C O N T R O L 
V A R I A B L E S ( I Q S C ) I N O R D E R T O D E T E R M I N E W H E N A L I N E A R S Y S T E M 
I S O P T I M A L . K A L M A N S H O W S T H A T A S T A B L E L I N E A R S Y S T E M I S 
O P T I M A L F O R S O M E I Q S C . H E A L S O I N V E S T I G A T E D T H E O P T I M U M 
S Y S T E M F O R T H O S E C A S E S I N W H I C H T H E W E I G H T I N G S O F T H E C O N T R O L 
V A R I A B L E S A P P R O A C H I N F I N I T Y . M E R R I A M ( 1 6 ) U S E S T H E I Q S C 
E X T E N S I V E L Y I N H I S B O O K A N D G I V E S S O M E H E U R I S T I C A R G U M E N T S 
C O N C E R N I N G S E L E C T I O N O F T H E W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S . 
T H E Q U A D R A T I C I P H A S A P P E A R E D R A T H E R F R E Q U E N T L Y I N 
T H E L I T E R A T U R E A S T H E B A S I S F O R T H E O P T I M I Z A T I O N O F S P E C I F I C 
P L A N T S . H O W E V E R , T H E S O L U T I O N S W H I C H H A V E B E E N P R E S E N T E D 
A S S U M E T H A T T H E W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S H A V E B E E N G I V E N . 
T H E R E D O E S N O T A P P E A R T O B E A S I N G L E C A S E I N W H I C H C O N C R E T E 
R E A S O N S A R E P R E S E N T E D F O R S E L E C T I N G T H E P A R T I C U L A R W E I G H T I N G 
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C O E F F I C I E N T S . A S A M A T T E R O F F A C T , I T A P P E A R S T H A T T H E P R I ­
M A R Y R E A S O N F O R S E L E C T I N G T H E Q U A D R A T I C I P I N O P T I M I Z A T I O N 
P R O B L E M S H A S B E E N T H E M A T H E M A T I C A L T R A C T A B I I I T Y O F T H A T I P . 
W H I L E M A T H E M A T I C A L T R A C T A B I I I T Y I S C E R T A I N L Y A D E S I R A B L E 
( E V E N N E C E S S A R Y ) C H A R A C T E R I S T I C O F A N I P , I T I S N O T O F 
I T S E L F S U F F I C I E N T J U S T I F I C A T I O N F O R C H O O S I N G A P A R T I C U L A R 
I N D E X . T H E S E L E C T E D I N D E X S H O U L D A L S O G I V E S O M E I N D I C A T I O N 
O F T H E P E R F O R M A N C E T H A T C A N B E E X P E C T E D O F T H E R E S U L T I N G 
S Y S T E M . I N O T H E R W O R D S , S E L E C T I O N O F A N I P S H O U L D B E B A S E D 
I N P A R T U P O N W H A T O P E R A T I N G C H A R A C T E R I S T I C S W I L L B E 
P O S S E S S E D B Y T H E R E S U L T I N G S Y S T E M . 
A L T H O U G H T H E L I T E R A T U R E O F C O N T R O L T H E O R Y C O N T A I N S 
M A N Y E X A M P L E S O F D E S I G N U S I N G A Q U A D R A T I C I P , T H E R E I S V I R ­
T U A L L Y N O I N F O R M A T I O N O N S E L E C T I O N O F T H E W E I G H T I N G 
C O E F F I C I E N T S F O R A P A R T I C U L A R P R O B L E M . S I N C E T H E Q U A D R A T I C 
I P D O E S H A V E D E S I R A B L E M A T H E M A T I C A L P R O P E R T I E S ( A S E V I D E N C E D 
B Y I T S F R E Q U E N T A P P E A R A N C E ) , I T S E E M S T H A T I T S H O U L D B E 
I N V E S T I G A T E D F U R T H E R I N O R D E R T O D E T E R M I N E M E T H O D S O F S P E C I ­
F Y I N G T H E W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S . I F S U C H M E T H O D S C A N B E 
F O U N D , I T I S P O S S I B L E T H A T E N G I N E E R I N G A P P L I C A T I O N S O F T H E 
T H E O R Y C O U L D T H E N B E M A D E , 
S C O P E O F T H E I N V E S T I G A T I O N 
T H E A N A L Y T I C A L I N V E S T I G A T I O N O F T H E Q U A D R A T I C I P W I L L 
1 0 
B E C O N F I N E D T O L I N E A R C O N S T A N T C O E F F I C I E N T P L A N T S W I T H A 
S I N G L E I N P U T V A R I A B L E , O P T I M I Z E D O V E R A N I N F I N I T E T I M E 
I N T E R V A L . A N A T T E M P T W I L L B E M A D E T O D E T E R M I N E R E L A T I O N S 
B E T W E E N T H E R O O T S O F T H E O P T I M U M S Y S T E M C H A R A C T E R I S T I C 
E Q U A T I O N , A N D T H E W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S A N D P L A N T 
P A R A M E T E R S . A S W A S M E N T I O N E D P R E V I O U S L Y , A N E X P E R I E N C E D 
C O N T R O L E N G I N E E R C A N D E T E R M I N E T H E D E S I R A B I L I T Y O F A C O N ­
T R O L S Y S T E M G I V E N T H E L O C A T I O N O F T H E R O O T S O F I T S C H A R ­
A C T E R I S T I C E Q U A T I O N . T H E R E F O R E , I F T H E E F F E C T O F T H E 
W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S U P O N T H E S E R O O T S I S K N O W N , T H E N A 
B A S I S F O R S E L E C T I N G T H E W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S I S A V A I L A B L E , 
A T L E A S T I N P R I N C I P L E . 
O N C E T H E E F F E C T O F W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S U P O N 
L I N E A R C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T P L A N T S O P T I M I Z E D O V E R A N 
I N F I N I T E T I M E I N T E R V A L I S K N O W N , I T I S P O S S I B L E T H A T T H I S 
I N F O R M A T I O N W O U L D A I D I N S E L E C T I N G W E I G H T I N G C O E F F I C I E N T S 
F O R T H E O P T I M I Z A T I O N O F L I N E A R C O N S T A N T C O E F F I C I E N T P L A N T S 
O P T I M I Z E D O V E R A F I N I T E T I M E I N T E R V A L , L I N E A R T I M E - V A R Y I N G 
P L A N T S , A N D N O N - L I N E A R P L A N T S . S P E C I F I C E X A M P L E S A R E 
I N C L U D E D W H I C H T E N D T O V E R I F Y T H I S S U P P O S I T I O N . 
C H A P T E R I I 
A N A L Y T I C A L I N V E S T I G A T I O N 
I t w a s n o t e d i n C h a p t e r I t h a t t h e r e e x i s t s v e r y 
l i t t l e i n f o r m a t i o n t o g u i d e o n e i n s e l e c t i n g a n i n t e g r a l 
t y p e I P . T h e I P s e l e c t i o n p r o b l e m i n v o l v e s f i r s t c h o o s i n g 
o n e o f t h e s e v e r a l f o r m s o f I P t h a t h a v e b e e n s u g g e s t e d a n d 
t h e n s p e c i f y i n g a n y a r b i t r a r y p a r a m e t e r s t h a t a p p e a r i n t h e 
I P . F o r e x a m p l e , i f t h e q u a d r a t i c I P i s s e l e c t e d a s a 
d e s i g n t o o l b e c a u s e o f i t s m a t h e m a t i c a l c o n v e n i e n c e , t h e 
d e s i g n e r m u s t s p e c i f y v a l u e s f o r t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s 
i n o r d e r t o c a r r y o u t t h e d e s i g n c o m p u t a t i o n s . 
T h i s a n a l y s i s w i l l b e d e v o t e d t o d e t e r m i n i n g t h e 
e f f e c t s o f t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s o f t h e q u a d r a t i c I P 
u p o n t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e f i n a l s y s t e m f o r a c l a s s o f 
l i n e a r p l a n t s . 
F o r m u l a t i o n o f t h e P r o b l e m 
T h e d e s i g n o f c o n t r o l s y s t e m s f o r p l a n t s g o v e r n e d b y 
c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i l l b e 
c o n s i d e r e d . T h e c l a s s o f p l a n t s w i l l b e f u r t h e r r e s t r i c t e d 
t o t h o s e h a v i n g a s i n g l e i n p u t v a r i a b l e . T h e i n t e g r a l o f a 
w e i g h t e d q u a d r a t i c i n t h e s t a t e a n d c o n t r o l v a r i a b l e s 
1 2 
e x t e n d i n g o v e r a n i n f i n i t e t i m e r a n g e w i l l b e t h e I P u p o n 
w h i c h t h e d e s i g n w i l l b e b a s e d . T h e o n l y r e s t r i c t i o n o n t h e 
s t a t e v a r i a b l e s w i l l b e t h a t o f b o u n d e d n e s s . 
S t a t e d i n t e r m s o f m a t h e m a t i c a l r e l a t i o n s t h e p r o b l e m 
i s a s f o i l o w s . 
G i v e n a p l a n t g o v e r n e d b y a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n o f 
t h e f o r m 
+ b n -̂-if + , " + b 2 — + b 1 x = u ( 4 ) 
d t n d t n 1 d t 
w h e r e t h e b ^ ( i = 1 , 2 , • • • , n ) a r e c o n s t a n t s a n d u i s t h e i n p u t , 
a n d a q u a d r a t i c I P t o b e m i n i m i z e d o f t h e f o r m 
d e t e r m i n e t h e e f f e c t o f t h e c ^ ( i = 1 , 2 , • * • , n ) u p o n t h e r e s u l t ­
i n g s y s t e m f o r t h e c a s e i n w h i c h T->oo. I t i s f u r t h e r r e q u i r e d 
t h a t t h e p l a n t o u t p u t , x ( t ) a n d a l l o f i t s d e r i v a t i v e s b e 
b o u n d e d . T h e c o n t r o l v a r i a b l e u i s a l l o w e d t o t a k e o n a n y 
f i n i t e v a l u e s . 
S o l u t i o n 
T h e m a x i m u m p r i n c i p l e o f L , S . P o n t r y a g i n ( 1 7 ) w i l l 
b e u s e d t o s o l v e t h e p r o b l e m . I t i s c o n v e n i e n t t o c o n v e r t 
t o s t a t e v e c t o r n o t a t i o n b e f o r e p r o c e e d i n g w i t h t h e s o l u t i o n . 
T h i s c o n v e r s i o n i s a c c o m p l i s h e d i n t h e f o l l o w i n g m a n n e r . 
1 3 
D E F I N E T H E N Q U A N T I T I E S 
X ^ = X ( 6 ) 
_ D X 
X 0 -
2 D T 
. N - 1 
Y _ D X 
T H E S E D E F I N I T I O N S A L L O W T H E F O R M U L A T I O N O F T H E S Y S T E M O F 
F I R S T O R D E R D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N S 
X-j^ = X 2 ( 7 ) 
X 2 = X 3 
N - 1 
: N = - B 1 X 1 - B 2 X 2 - - B N X N + U 
T H E S T A T E V E C T O R X ( T ) I S D E F I N E D B Y 
( 8 ) 
X ( T ) = 
1 4 
A C O N T R O L V E C T O R U ( T ) I S D E F I N E D B Y 
U . 1 ( 9 ) 
U , 
U ~ ( t ) = 
U 
W H E R E U ^ ( I = 1 , 2 N ) I S T H E I N P U T C O M P O N E N T A P P E A R I N G I N 
T H E I ^ * 1 R O W O F T H E V E C T O R F O R M O F T H E S Y S T E M O F E Q U A T I O N S 
G O V E R N I N G T H E P L A N T . I N T H I S C A S E , U N = U A N D T H E 
Uj_ ( I = 1 , 2 , • • • , N - 1 ) A R E Z E R O . B Y D E F I N I N G T H E N x N M A T R I C E S 
B = 
0 0 
•b1 -To 2 
0 0 
0 0 0 0 
- B . 
( 1 0 ) 





the differential equation (4) may be converted to the vector differential equation 
x = Bx + D u (12) 
Equation (5) may also be written in vector notation by 









G = =: I 
o 
The performance measure becomes 
IP = 1 fT 
• [<x,Cx> +<u,Gu>]dt 
Ja 
(15) 
where <,> denotes the scalar product of two vectors. Application of Pontryaginfs maximum principle requires definition of a costate vector (p") and the Hamiltonian (H). The costate vector is an n - dimensional vector. 
Pi (16) 
The Hamiltonian is by definition 
H = <p,x> - -|[<x.Cx>+<u(Gu>] (17) 
and the costate vector is defined to be the vector 
1 7 
S A T I S F Y I N G T H E R E L A T I O N S 
P I ( I = 1 , 2 , N ) ( 1 8 ) 
T H I S D E F I N I T I O N O F T H E C O S T A T E V E C T O R M A Y B E W R I T T E N I N 
V E C T O R N O T A T I O N A S 
P O N T R Y A G I N ' S M A X I M U M P R I N C I P L E S T A T E S T H A T I N O R D E R F O R I P 
T O T A K E O N I T S M I N I M U M V A L U E , I T I S N E C E S S A R Y T H A T TT B E 
C H O S E N S O T H A T H W I L L T A K E O N I T S M A X I M U M V A L U E A T E V E R Y T 
I N T H E I N T E R V A L 0 <_ T < . T . I N T H I S C A S E ( S I N C E TT I S N O T 
B O U N D E D ) , T H I S R E Q U I R E M E N T B E C O M E S 
C O L L I N A A N D D O R A T O ( 1 8 ) H A V E S H O W N T H A T A P P L I C A T I O N O F T H E 
M A X I M U M P R I N C I P L E T O T H I S T Y P E P R O B L E M R E S U L T S I N T H E 
E Q U A T I O N F O R u 
T H E S Y S T E M O F V E C T O R D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N S T H A T M U S T B E 
S O L V E D B E C O M E S 
( 1 9 ) 
0 ( 2 0 ) 
U = G " 1 D T P" ( 2 1 ) 
X" = B X + G 1 D T P " 
P" = C X - B T P " ( 2 2 ) 
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subject to the boundary condition 
Lira xi(T)<co(i = 1, 2, n) (23) 
T->oo 
Equations (22) can be rewritten as 
i t = Bx + D p~ (24) 
— _ T— 
p = Cx - B p 
by making use of the relations 
D = DT (25) 
and 
G_1 = G = I (26) 
which can be seen to be true from equations (11) and (14). The solution of equations (24) subject to conditions (23) yields the optimum trajectory for x(t), The equation of the optimum controller u~( t) can also be found from the solution of (24) by substituting p"( t) into equation (21). The solution of equation (24) subject to the condi­tion given by (23) and the determination of the optimum con­troller follow below. The 2n x 2n partitioned matrix A is defined by 
1 9 
( 2 7 ) 
A = 
- B 
T H E V E C T O R E Q U A T I O N S ( 2 4 ) M A Y N O W B E W R I T T E N A S T H E S I N G L E 





T H E G E N E R A L S O L U T I O N O F T H E V E C T O R E Q U A T I O N ( 2 8 ) D E P E N D S 
S O L E L Y U P O N T H E P R O P E R T I E S O F T H E M A T R I X A . F O R T H E C L A S S 
O F P R O B L E M S B E I N G C O N S I D E R E D H E R E , T H E S U B M A T R I C E S C A N D D 
O F A A R E S Y M M E T R I C . I T C A N B E S H O W N ( S E E A P P E N D I X A ) T H A T 
I F C A N D D A R E S Y M M E T R I C , T H E N T H E M A T R I X A H A S E I G E N V A L U E S 
W H I C H O C C U R O N L Y I N O P P O S I T E L Y S I G N E D P A I R S . 
F U R T H E R M O R E , N E C E S S A R Y C O N D I T I O N S T H A T T H E E I G E N ­
V A L U E S O F A A L L H A V E N O N - Z E R O R E A L P A R T S M A Y B E D E T E R M I N E D 
B Y E X A M I N I N G T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F A , F O R T H E 
P R E S E N T , I T W I L L B E A S S U M E D T H A T A L L E I G E N V A L U E S O F A H A V E 
N O N - Z E R O R E A L P A R T S . 
L E T X i , \ 2 » * * * » X n » B E T H E E I G E N V A L U E S O F A W I T H 
p o s i t i v e r e a l p a r t s . H e r e a n y r e p e a t e d e i g e n v a l u e i s 
e n t e r e d i n t o t h e l i s t k t i m e s , w h e r e k i s t h e m u l t i p l i c i t y 
o f t h e r e p e a t e d e i g e n v a l u e . B e c a u s e o f t h e o p p o s i t e l y 
s i g n e d p a i r s f e a t u r e o f t h e e i g e n v a l u e s , t h e m a t r i x A w i l l 
h a v e a l s o t h e e i g e n v a l u e s ~\ ^ , - \ 2 » ~ X n « T h e s o l u t i o n 
t o t h e s y s t e m o f e q u a t i o n s ( 2 8 ) c a n b e w r i t t e n i n t h e f o r m 
( s e e r e f e r e n c e ( 1 9 ) ) . 
w h e r e 2 r i s t h e n u m b e r o f d i s t i n c t e i g e n v a l u e s o f A , m^ t h e 
m u l t i p l i c i t y o f t h e i ^ h r o o t , a n d t h e a * s a r e c o n s t a n t s ( n o t 
a l l i n d e p e n d e n t ) w h i c h may b e e v a l u a t e d f r o m t h e b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s . 
S i n c e 1 i t i s r e q u i r e d t h a t 
L I M 
T - ^ O O 
X , ( T ) L < oo 
J 
2 1 
( 2 3 ) 
J = ( 1 , 2 , , N ) 
I T I S I M M E D I A T E L Y A P P A R E N T T H A T T H E B O U N D A R Y C O N D I T I O N A T 
T I M E I N F I N I T Y R E Q U I R E S T H A T T H E C O E F F I C I E N T S O F T H E E ^ - I * 
T E R M S I N E Q U A T I O N ( 2 9 ) B E Z E R O . T H A T I S , I T I S N E C E S S A R Y 
T H A T 
( K ) 
J » I 
0 ( 3 1 ) 
M U S T H O L D I N E Q U A T I O N ( 2 9 ) . T H E S T A T E V A R I A B L E S A R E T H E N 
G I V E N B Y 
I = L 
R | R MJ. - 1 
V A ( K ) 
/ - J 3 t ~ I K = O 
- K I T I T ( 3 2 ) 
I T C A N B E N O T E D A T T H I S P O I N T T H A T T H E D E S I R E D R E S U L T I N T H E 
D E S I G N O F A N A U T O M A T I C C O N T R O L S Y S T E M I S S I M P L Y A D I F F E R E N ­
T I A L E Q U A T I O N , OR P E R H A P S A S Y S T E M O F D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N S 
F R O M T H E F I R S T O F E Q U A T I O N S ( 3 2 ) I T C A N B E S E E N T H A T X 1 ( T ) 
I S T H E S O L U T I O N O F A D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N W H O S E C H A R A C ­
T E R I S T I C E Q U A T I O N I S G I V E N B Y 
( S + X I ) ( S + X 2 > * * * ' ( S + X N > = 0 ( 3 3 ) 
W H E R E R O O T S O F M U L T I P L I C I T Y M ^ A P P E A R M ^ T I M E S I N T H E 
P R O D U C T ( 3 3 ) . A D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N I N X I ( T ) W H O S E 
22 
charac ter is t i c equation i s given by ( 3 3 ) i s 
d n x i 
d t n i = l 
d n _ 1 X l 
dt n^T 
n-1 n 
i = l j = i + l 
d n _ 2 x i 
dt n-2 ( 3 4 ) 
+ • • • + 
n-k n-k+1 n-1+2 , IXi I X J I ̂  •••• 
L i = l j = i + l t=j+l 




i - 1 
x ± = 0 (k=0, 1, • • • , n-1) 
where in the general term there are k+1 summations. 
Recal l ing that x 1 equals x and comparing equation ( 3 4 ) 
with equation ( 4 ) 
d nx 
d t n + b 
d n " 1 x 
n d t n " ! , , dx ^ , 
• • + b 2 + b ix = u 
d t 
( 4 ) 
i t can be seen that u must be given by 
u ( t ) = 
n 
b! - 7T X i 
i = l 
+ • • • + 
x ( t ) + 
n-1 n - X>i Ẑ  
1=1 j = i + l j n " k n-k+1 
-k -Z*± Z x i 
i = l j=T+l 
dx( t ) 
dt 
( 3 5 ) 
d n - k - 1 x ( t ) 
+ • • • + In 
i = l 
d n - 1 x ( t ) 
d t n - i } <k=0, 1, ' • • , n-1) 
where there are k +1 summations in the general term. 
2 3 
E q u a t i o n ( 3 5 ) g i v e s t h e c o n t r o l u ( t ) r e q u i r e d t o m i n i m i z e 
t h e s e l e c t e d I P ( e q u a t i o n ( 5 ) ) . T h e c o n t r o l g i v e n b y ( 3 5 ) 
i s s a i d t o b e t h e " o p t i m u m " c o n t r o l f o r t h e I P ( 5 ) w h e n t h e 
s t a t e v a r i a b l e s a r e r e q u i r e d t o r e m a i n f i n i t e . I t c a n b e 
s e e n f r o m e q u a t i o n ( 3 5 ) t h a t t h e c o n t r o l f u n c t i o n u ( t ) i s a 
l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e n s t a t e v a r i a b l e s ( d e f i n e d i n 
e q u a t i o n ( 6 ) ) , a n d t h a t t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e s t a t e 
v a r i a b l e s i n ( t ) a r e c o n s t a n t . C h a n g J e n - W e i ( 2 0 ) h a s 
s h o w n p r e v i o u s l y t h a t t h e c o n t r o l i s a l i n e a r f u n c t i o n o f 
t h e s t a t e v a r i a b l e s w i t h c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s , b u t h e g i v e s 
n o e x p l i c i t r e l a t i o n s h i p s . E q u a t i o n ( 3 5 ) g i v e s e x p l i c i t 
r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n t h e s y s t e m p a r a m e t e r s , t h e e i g e n ­
v a l u e s o f t h e m a t r i x A . a n d t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e s t a t e 
v a r i a b l e s i n t h e c o n t r o l e q u a t i o n . 
T h e c o n f i g u r a t i o n o f t h e o p t i m u m s y s t e m i s s h o w n i n 
F i g u r e 1 . T h e c o n s t a n t s K n _ k i n F i g u r e 1 a r e d e f i n e d b y 
n - k n - k + 1 
K n - k = b n - k " ] T \ ± ^ ( 3 6 ) 
i = l j = i + l 
( k = 0 , 1 , n - 1 ) 
w h e r e t h e r e w i l l b e k + 1 s u m m a t i o n s i n t h e g e n e r a l t e r m . 
R e f e r r i n g a g a i n t o e q u a t i o n ( 3 4 ) , i t c a n b e s e e n t h a t 
t h e r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e o p t i m u m 
2 4 
U 
P L A N T 
( N T ! L O R D E R E Q U A T I O N ) 
Y. 
S N ^ K 
F I G U R E 1 . O P T I M U M S Y S T E M C O N F I G U R A T I O N . 
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S Y S T E M A R E D E T E R M I N E D B Y T H E E I G E N V A L U E S O F T H E M A T R I X A , 
A N D T H E R O O T S A R E T H O S E E I G E N V A L U E S O F A T H A T H A V E N E G A T I V E 
R E A L P A R T S . 
I T I S N O W P O S S I B L E T O D E T E R M I N E T H E R E L A T I O N S B E T W E E N 
T H E W E I G H T I N G C O N S T A N T S C ^ , T H E P L A N T P A R A M E T E R S B ^ A N D T H E 
R O O T S O F T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F T H E O P T I M U M S Y S T E M . 
S I N C E T H E M A T R I X A H A S E I G E N V A L U E S W H I C H O C C U R O N L Y I N 
O P P O S I T E L Y S I G N E D P A I R S , T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F A I S 
A N E V E N P O L Y N O M I A L F U N C T I O N I N X . O N L Y E V E N P O W E R S O F X C A N 
A P P E A R I N A N E V E N P O L Y N O M I A L F U N C T I O N . T H E R E F O R E , T H E C H A R ­
A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F A M A Y B E W R I T T E N I N T H E F O R M 
X 2 N - M N \ 2 ( N - L > + + M N _ K ( - L ) K + 1 X 2 ( N - K - L ) + ( 3 7 ) 
• • • + M 1 ( - 1 ) N = 0 
( K = 0 , 1 , • • • , N - 1 ) 
W H E R E T H E M . ^ ^ - A R E P O L Y N O M I A L S I N T H E B ^ A N D T H E C j_ , T H E 
^ N - K M A V A T S O B E E X P R E S S E D A S F U N C T I O N S O F T H E C ^ A N D T H E 
R O O T S O F T H E P L A N T C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N OR A S F U N C T I O N S 
O F T H E E I G E N V A L U E S O F T H E A M A T R I X . W H I L E I T I S P O S S I B L E T O 
D E A L W I T H T H E G E N E R A L C A S E F O R A N Y V A L U E O F N , I T I S M O R E 
C O N V E N I E N T A T T H I S P O I N T T O C O N S I D E R P A R T I C U L A R V A L U E S O F 
N A N D T O I N F E R G E N E R A L R E S U L T S F R O M T H E S E P A R T I C U L A R C A S E S . 
T H E M N „ J C H A V E B E E N D E T E R M I N E D I N T H E T H R E E F O R M S G I V E N A B O V E 
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f o r t h e c a s e s n = 2 , 3 , 4 . 
T h e
 M
n_j5; a s f u n c t i o n s o f t h e h± a n d c-^ w e r e f o u n d b y 
e x p a n d i n g t h e d e t e r m i n a n t JA - \ l | f o r t h e v a l u e s o f n g i v e n 
a b o v e . 
I n o r d e r t o o b t a i n t h e M n _ j c a s f u n c t i o n s o f t h e r o o t s 
o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e p l a n t , e q u a t i o n ( 4 ) 
w a s w r i t t e n i n t h e o p e r a t i o n a l f o r m 
[ ( s + a j ) ( s + a 2 ) • • • • ( s + a n ) ] x ( t ) = u ( t ) ( 3 8 ) 
w h e r e s = T h e c o e f f i c i e n t o f x ( t ) i n e q u a t i o n ( 3 8 ) w a s 
d t 
t h e n e x p a n d e d , a n d t h e r e s u l t i n g p o l y n o m i a l i n s w a s c o m ­
p a r e d w i t h e q u a t i o n ( 4 ) t o o b t a i n r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n t h e 
a n d t h e a j ( i , j - 1 , 2 , n ) . T h e s e r e l a t i o n s h i p s 
w e r e t h e n u s e d t o e l i m i n a t e t h e b ^ f r o m t h e e q u a t i o n s f o r 
t h e M n _ k i n t e r m s o f t h e b ^ a n d c-^ , 
T h e f u n c t i o n a l r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n t h e M n _ k a n d t h e 
e i g e n v a l u e s o f t h e A m a t r i x w e r e f o u n d b y w r i t i n g e q u a t i o n 
( 3 7 ) i n t h e f a c t o r e d f o r m 
i\2-\\)(X2-\l) (X2-\g) = 0 ( 3 9 ) 
a n d e x p a n d i n g e q u a t i o n ( 3 9 ) . T h e r e s u l t i n g p o l y n o m i a l w a s 
t h e n c o m p a r e d t e r m b y t e r m w i t h e q u a t i o n ( 3 7 ) t o o b t a i n t h e 
• ^ n - k a s f u n c t i o n s o f t h e 
T a b l e 2 , p a g e 2 7 , g i v e s t h e M n _ ^ a s f u n c t i o n s o f t h e 
Table 2 
Equivalent Expressions for the M± (i = l, 2, .... n) For Systems of Second, Third, and Fourth Order 
n M2 M3 M4 
2 + Cl b i + c 2 - 2bx 
2 . a2 + Cl + a2 + c2 
\ 2 
+ ̂2 
3 + c ± b2 
2 
+ C2 ~ 2blb3 b2 u3 C3 " 2b2 
2 Q2 2 , 2 2 2 2 2 2 al a2 a3 + c1 a2 + al a3 ai + a2 + a3 + c3 2 2 _, a2 a3 + c2 
\ 2 \ 2 + 2̂+ 3̂ 
T a b l e 2 ( c o n t i n u e d ) 
M l M 2 M 3 M 4 
b ! + c l b 2 + C 2 " 2 b l b 3 b 3 + C 3 + 2 b l " b 4 + ^ 4 " 2 b 3 
2 b 2 b 4 
a l a 2 a 3 a 4 + c l a l a 2 a 3 + a l a 2 a 4 + a i a 2 + a l a 3 + a f + a § + a § + 
a 2 2 2 2 2 2 ^ 2 2 2 2 9 
a l a 3 a 4 + a 2 a 3 a 4 + a l a 4 + a 2 a 3 + a * * c 4 
C 2 a 2 a 4 + a 3 a 4 + c 3 
^ 1 ^ 2 ^ 3 ^ 4 ^ 1 ^ 2 ^ 3 + ^ 1 ^ 2 ^ 4 + ^ 1 ^ 2 + ^ 1 ^ 3 + \ f _ + \ | + ^-3 + 
+ X 2 X 3 X 4 X 1 X 4 * X 2 X 3 + X 
\ 2 \ 2 x 2 x 2 
2 9 
t h r e e g r o u p s o f p a r a m e t e r s m e n t i o n e d a b o v e f o r n = 2 , 3 f 4 . 
R e l a t i o n s h i p s b e t w e e n t h e \ ± , the c±f a n d t h e p l a n t 
p a r a m e t e r s m a y b e f o u n d b y e q u a t i n g e q u i v a l e n t e x p r e s s i o n s 
f o r t h e M n - k . S e t t i n g t h e M n _ j j . a s f u n c t i o n s o f t h e a.± a n d 
c i e q u a l t o t h e M ^ j j . a s f u n c t i o n s o f t h e \ ± a l l o w s t h e 
i n f e r e n c e o f t h e f o l l o w i n g g e n e r a l r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n t h e 
\ ± t t h e C I a n d t h e a ^ . 
i = l i - 1 
n - l n n - 1 n 
1 = 1 j = I + l i = l j = I + I 
( 4 0 ) 
n - k n - k + 1 n - k n - k - 1 
2 
1=1 j = i + l i = 1 j = i + l 
I I — K I L - K T I II- K I I ~ XV - X 
n - k ^ I 4 I A - = I X ? I X 
X + R R A | = iTxi 
i = l i = l 
E q u a t i o n s ( 4 0 ) s h o w i m p l i c i t l y t h e e f f e c t o f t h e c ^ u p o n 
t h e r o o t s , , o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e o p t i 
mum s y s t e m i n t e r m s o f t h e r o o t s , - a ^ , o f t h e p l a n t c h a r ­
a c t e r i s t i c e q u a t i o n . T h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e A 
3 0 
matrix (equation (37)) gives an equivalent result in terms 
of the coefficients of the plant differential equation. 
From Table 2, it can be observed that 
Mn-k = cn_k + fk <blf b2, • , bn) (41) 
(k = 0, 1 , • • • , n-1) 
where f̂  (b̂) denotes a polynomial function. It is obvious that the question of the effect of the Ci upon the roots of the optimum system is equivalent to the problem of deter­mining the effect the individual coefficients of a poly­nomial upon the roots of a polynomial. It is also obvious that any desired characteristic equation of the optimum systems may be obtained by appropriate choices of the ĉ. 
Results The results obtained thus far may be summarized in the following statement: For the class of problems where the plant can be described by a constant coefficient linear differential equation, and a quadratic IP of the form of equation (5) is used as a basis of design, the roots of the characteristic equation of the optimum system are those roots of equation (37) which have negative real parts. 
This result may be considered from two points of 
3 1 
v i e w . F i r s t , g i v e n t h e p l a n t p a r a m e t e r s a n d t h e w e i g h t i n g 
c o e f f i c i e n t s f o r a d e s i g n p r o b l e m o f t h e c l a s s b e i n g c o n ­
s i d e r e d , t h e o p t i m u m c o n t r o l l e r m a y b e d e t e r m i n e d s i m p l y b y 
s o l v i n g f o r t h e r o o t s o f e q u a t i o n ( 3 7 ) a n d e v a l u a t i n g t h e 
c o e f f i c i e n t s o f e q u a t i o n ( 3 5 ) , O n t h e o t h e r h a n d , t h e 
r e s u l t c a n b e c o n s i d e r e d f r o m t h e s t a n d p o i n t o f w h a t e f f e c t s 
t h e c h o i c e o f t h e c ^ h a v e u p o n t h e o p t i m u m s y s t e m . T h i s 
s e c o n d v i e w p o i n t i s t h e o n e o f m o s t i n t e r e s t h e r e . A s m e n ­
t i o n e d p r e v i o u s l y , t h e q u e s t i o n o f t h e e f f e c t s o f t h e c i 
u p o n t h e r o o t s o f t h e o p t i m u m s y s t e m i s i n r e a l i t y t h e p r o b ­
l e m o f t h e e f f e c t o f t h e c o e f f i c i e n t s o f a p o l y n o m i a l u p o n 
t h e r o o t s o f t h a t p o l y n o m i a l , T h i s p r o b l e m h a s r e c e i v e d a 
g o o d d e a l o f a t t e n t i o n f o r s o m e y e a r s , a n d a l a r g e n u m b e r o f 
t h e o r e m s r e g a r d i n g b o u n d s o n t h e r o o t s o f a p o l y n o m i a l a s a 
f u n c t i o n o f t h e c o e f f i c i e n t s h a s a p p e a r e d i n t h e l i t e r a t u r e . 
S e e f o r e x a m p l e r e f e r e n c e ( 2 1 ) , H o w e v e r , v e r y f e w o f t h e s e 
t h e o r e m s a r e o f v a l u e i n d e t e r m i n i n g t h e e f f e c t s o f t h e c± 
u p o n t h e r o o t s o f t h e o p t i m u m s y s t e m . N e v e r t h e l e s s , s o m e 
g e n e r a l o b s e r v a t i o n s a r e p o s s i b l e . 
S i n c e t h e r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e 
o p t i m u m s y s t e m c a n b e d e t e r m i n e d f r o m e q u a t i o n ( 3 7 ) , i t i s 
p o s s i b l e t o e s t a b l i s h c o n d i t i o n s o n ( 3 7 ) w h i c h w i l l a s s u r e 
a s t a b l e o p t i m u m s y s t e m . I n p a r t i c u l a r , i t w i l l b e s h o w n 
t h a t s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r t h e s t a b i l i t y o f t h e o p t i m u m 
3 2 
S Y S T E M A R E G I V E N B Y T H E R E L A T I O N S 
M N - K > 0 < K = 0 , ! » • • • , N - 1 ) ( 4 2 ) 
W H E R E M N _ K A R E T H E Q U A N T I T I E S D E F I N E D I N E Q U A T I O N S ( 4 1 ) . 
S I N C E T H E R O O T S O F ( 3 7 ) W I T H P O S I T I V E R E A L P A R T S W E R E 
D I S C A R D E D , T H E O N L Y P O S S I B I L I T Y O F O B T A I N I N G A N U N S T A B L E 
S Y S T E M F O R T H E C L A S S O F P L A N T S B E I N G C O N S I D E R E D W O U L D B E T H E 
C A S E I N W H I C H E Q U A T I O N ( 3 7 ) H A S O N E OR M O R E P A I R S O F P U R E 
I M A G I N A R Y R O O T S . I N A L L O T H E R C A S E S , T H E C H A R A C T E R I S T I C 
E Q U A T I O N O F T H E R E S U L T I N G S Y S T E M W O U L D H A V E O N L Y R O O T S W I T H 
N E G A T I V E R E A L P A R T S . T H E R E F O R E , I N O R D E R T O S H O W T H A T ( 4 2 ) 
I S S U F F I C I E N T T O I N S U R E A S T A B L E S Y S T E M , I T I S N E C E S S A R Y T O 
S H O W T H A T ( 4 2 ) G U A R A N T E E S T H A T E Q U A T I O N ( 3 7 ) H A S N O P U R E 
I M A G I N A R Y R O O T S . 
F I R S T , S U B S T I T U T I N G 
X 2 = Z ( 4 3 ) 
I N E Q U A T I O N ( 3 7 ) Y I E L D S 
Z N - M N Z N ~ 1 + M N _ I Z N _ 2 + " • - + M N _ K ( - 1 ) K + 1 Z N ~ K ~ 1 ( 4 4 ) 
+ • • . + ( - 1 ) N M 1 = F ( Z ) = 0 
S U B S T I T U T I O N O F - Z F O R Z I N E Q U A T I O N ( 4 4 ) G I V E S F O R T H E 
G E N E R A L T E R M O F F ( - Z ) 
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M N - K 
( - L ) N Z N - K - L ( 4 5 ) 
W H I L E T H E F I R S T T E R M W O U L D B E 
( 4 6 ) 
S I N C E A L L C O E F F I C I E N T S O F T E R M S O F F ( Z ) H A V E T H E S A M E S I G N 
I F A L L T H E M J J , . ^ A R E P O S I T I V E , T H E N F R O M D E S C A R T E S R U L E O F 
S I G N S , ( 4 4 ) C A N H A V E N O N E G A T I V E R E A L R O O T S . T H A T I S , I F 
T H E M N _ K A R E A L L P O S I T I V E , X C A N N O T B E A N E G A T I V E R E A L N U M ­
B E R , A N D E Q U A T I O N ( 3 7 ) C A N N O T H A V E P U R E I M A G I N A R Y R O O T S . 
B U T , I F E Q U A T I O N ( 3 7 ) H A S O N L Y R O O T S W I T H N O N - Z E R O R E A L 
P A R T S , A S T A B L E O P T I M U M S Y S T E M I S A S S U R E D . T H E C O N D I T I O N 
T H A T A L L T H E M N _ K B E P O S I T I V E I S L E S S S E V E R E T H A N T H E C O N ­
D I T I O N G I V E N B Y K A L I A N A N D B E R T R A M ( 1 ) T H A T E A C H CJ_ B E 
G R E A T E R T H A N Z E R O . I T S H O U L D B E N O T E D , H O W E V E R , T H A T T H E 
C O N D I T I O N G I V E N B Y K A L M A N A N D B E R T R A M A P P L I E S T O A M U C H 
L A R G E R C L A S S O F P R O B L E M S T H A N I S B E I N G C O N S I D E R E D H E R E . 
T H E E F F E C T U P O N T H E O P T I M U M S Y S T E M W H E N O N E OR M O R E 
O F T H E M J ^ K B E C O M E S V E R Y L A R G E I S A L S O O F S O M E I N T E R E S T . 
C O N S I D E R F I R S T T H E C A S E I N W H I C H I S V E R Y L A R G E C O M P A R E D 
T O T H E O T H E R M N _ J C , T H E N T H E R O O T S C A N B E A P P R O X I M A T E D B Y 
A N D T H E R O O T S O F E Q U A T I O N ( 3 7 ) W I L L T E N D T O W A R D S A C I R C U L A R 
+ ( - ! ) " « ! = 0 ( 4 7 ) 
3 4 
i j I 
p a t t e r n o n t h e c i r c l e R = M J ' S n ' . T h e r o o t s w o u l d b e 
a n g u l a r l y s y m m e t r i c a b o u t t h e r e a l a x i s . T h a t i s , t h e r o o t s 
w o u l d a p p r o a c h a B u t t e r w o r t h ( 2 2 ) p a t t e r n . N e x t c o n s i d e r 
t h e c a s e i n w h i c h 
M n _ k ( k = 0 , 1 , • • • , n - 2 ) 
i s m u c h g r e a t e r t h a n t h e o t h e r . T h e n t h e a p p r o x i m a t i o n 
\ 2 n + ( " l ) k + 1 M n _ k X 2 ( n ~ k _ 1 ) = 0 ( 4 8 ) 
c a n b e u s e d t o e s t i m a t e t h e g e n e r a l l o c a t i o n o f t h e r o o t s . 
E q u a t i o n ( 4 8 ) h a s 2 ( n - k - l ) r o o t s i d e n t i c a l l y z e r o , w h i l e t h e 
r e m a i n i n g 2 ( k + l ) r o o t s w i l l b e t h e r o o t s o f 
^ 2 ( k + l ) + ( ~ D k + 1 M n _ k = 0 ( 4 9 ) 
T h e r o o t s o f ( 4 9 ) a g a i n a p p r o a c h a B u t t e r w o r t h p a t t e r n . I t 
c a n b e c o n c l u d e d , t h e r e f o r e , t h a t i f M n _ k i s v e r y l a r g e , 
t h e n e x a c t l y n - k - 1 r o o t s o f t h e o p t i m u m s y s t e m c h a r a c t e r i s ­
t i c e q u a t i o n w i l l t e n d t o w a r d t h e o r i g i n . F o r e x a m p l e , i f 
n = 3 , t h e n t h e t e n d e n c y a s M 3 i s m a d e l a r g e r i s f o r o n e r o o t 
t o m o v e a w a y f r o m t h e o r i g i n w h i l e t h e o t h e r t w o r o o t s w i l l 
t e n d t o w a r d t h e o r i g i n . H o w e v e r , i f M 2 i s m a d e v e r y l a r g e 
f o r n = 3 , t h e n t w o r o o t s t e n d t o b e c o m e l a r g e w h i l e t h e 
t h i r d r o o t t e n d s t o w a r d t h e o r i g i n . 
I t i s o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t t o n o t e t h a t i f M 3 
3 5 
( N > _ 3 ) I S M A D E V E R Y L A R G E , T H E N T W O R O O T S O F T H E O P T I M U M S Y S ­
T E M C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N W I L L T E N D T O W A R D T H E O R I G I N W H I L E 
A L L O T H E R S W I L L T E N D A W A Y F R O M T H E O R I G I N . I F M G I S M A D E 
L A R G E E N O U G H , T H E R O O T S A P P R O A C H I N G T H E O R I G I N W I L L D O M I N A T E 
T H E T R A N S I E N T S O L U T I O N O F T H E D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N , A N D I T 
C A N T H E R E F O R E B E C O N C L U D E D T H A T I N O R D E R T O O B T A I N A N E S S E N ­
T I A L L Y S E C O N D O R D E R S Y S T E M I T I S N E C E S S A R Y T H A T MG B E M A D E 
L A R G E F O R A N Y C A S E I N W H I C H N>_3 . 
T H E S E E F F E C T S U P O N T H E R O O T S O F T H E C H A R A C T E R I S T I C 
E Q U A T I O N A R E S H O W N G R A P H I C A L L Y F O R T H I R D O R D E R S Y S T E M S I N 
F I G U R E S 2 , 3 , A N D 4 , P A G E S 3 8 , 3 9 , A N D 4 0 . I N T H E S E F I G U R E S , 
T W O O F T H E M N _ K H A V E B E E N S E T E Q U A L T O O N E , A N D T H E R E M A I N I N G 
M N _ K H A S B E E N V A R I E D F R O M 0 T O 1 0 0 . I T C A N B E S E E N T H A T T H E 
R O O T S O F T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N P E R F O R M I N T H E M A N N E R 
P R E D I C T E D . 
I N T H E C A S E O F A S E C O N D O R D E R P L A N T , T H E C H A R A C T E R I S ­
T I C E Q U A T I O N O F T H E M A T R I X A I S G I V E N B Y 
X 4 - M 2 X 2 + M I = 0 < 5 0 > 
I T I S P O S S I B L E T O E X P R E S S T H E D A M P I N G R A T I O ( O F T H E O P T I ­
M U M C L O S E D L O O P S Y S T E M A S A F U N C T I O N O F T H E P A R A M E T E R S M I A N D 
M 2 F O R T H E S E C O N D O R D E R P L A N T S . B Y W R I T I N G T H E C H A R A C T E R I S ­
T I C E Q U A T I O N O F A S E C O N D O R D E R O P T I M U M S Y S T E M I N T H E F O R M 
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S 2 + ( \ 1 + \ 2 ) S + \ 1 \ 2 = S 2 + 2 ^ G D N S + C 0 2 = 0 ( 5 0 ) 
A N D N O T I N G T H A T 
( 5 1 ) 
\ 1 + \ 2 
F O R A S E C O N D O R D E R P L A N T , I T I S P O S S I B L E T O S H O W T H A T 
"2 + 
VM7 
M 2 ( 5 2 ) 
T H E D A M P I N G R A T I O ( ^ ) A S A F U N C T I O N O F MG/yST^ I S S H O W N I N 
F I G U R E 5 , P A G E 4 1 . 
V A L U E S O F T H E W H E N T H E S Y S T E M P A R A M E T E R S A N D D E S I R E D 
L O C A T I O N O F T H E R O O T S O F T H E S Y S T E M C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N 
A R E S P E C I F I E D . T H E C ^ M A Y B E D E T E R M I N E D F R O M E I T H E R E Q U A ­
T I O N S ( 4 0 ) O R E Q U A T I O N S ( 4 1 . ) . H O W E V E R , I F T H E R O O T S O F T H E 
C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F T H E O P T I M U M S Y S T E M A R E S P E C I F I E D , 
T H E U S E O F O P T I M I Z A T I O N T H E O R Y I S U N N E C E S S A R Y . T H E R E Q U I R E D 
F E E D B A C K G A I N S C A N B E D E T E R M I N E D D I R E C T L Y F R O M E Q U A T I O N S 
( 3 6 ) . T H E R E F O R E , I T C A N B E C O N C L U D E D T H A T O P T I M I Z A T I O N O F A 
L I N E A R C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T S Y S T E M U S I N G T H E Q U A D R A T I C P E R ­
F O R M A N C E M E A S U R E P R O B I D E S L I T T L E , I F A N Y , A D V A N T A G E O V E R T H E 
M O R E C L A S S I C A L D E S I G N M E T H O D S . H O W E V E R , I T I S P O S S I B L E T H A T 
T H I S A N A L Y S I S H A S S H O W N A M E T H O D O F D E T E R M I N I N G E X A C T 
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t h e i n f o r m a t i o n o n s e l e c t i n g w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s f o r 
l i n e a r c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t p l a n t s o p t i m i z e d o v e r a n 
i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l m i g h t b e o f s o m e v a l u e i n s e l e c t i n g 
w e i g h t i n g c o n s t a n t s f o r l i n e a r c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t p l a n t s 
o p t i m i z e d o v e r a f i n i t e i n t e r v a l , f o r l i n e a r t i m e - v a r y i n g 




F I G U R E 4 , R O O T V A R I A T I O N A S M „ I S V A R I E D . 

C H A P T E R I I I 
L I N E A R P L A N T S O P T I M I Z E D 
O V E R A F I N I T E T I M E I N T E R V A L 
I n C h a p t e r I I t h e a n a l y s i s w a s c o n f i n e d t o l i n e a r 
c o n s t a n t c o e f f i c i e n t p l a n t s o p t i m i z e d o v e r a n i n f i n i t e t i m e 
i n t e r v a l . T h i s c h a p t e r w i l l b e d e v o t e d t o l i n e a r c o n s t a n t 
c o e f f i c i e n t p l a n t s o p t i m i z e d o v e r a f i n i t e i n t e r v a l o f t i m e . 
T h a t i s , t h e c a s e w h e r e T i s f i n i t e i n 
T 
I P = -f | < x , C x > + < u , G u > d t ( 5 3 ) 
o 
w i l l b e e x a m i n e d . 
T h e o b j e c t i v e i n t h i s c h a p t e r w i l l b e t o s e l e c t t h e 
c ^ f o r a f i n i t e t i m e i n t e r v a l p r o b l e m b y u s i n g e m p i r i c a l l y 
t h e i n f o r m a t i o n o n t h e c ^ f o r i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l p r o b ­
l e m s . T h e t r a n s i e n t p e r f o r m a n c e o f t h e r e s u l t i n g s y s t e m 
w i l l t h e n b e e x a m i n e d i n o r d e r t o e v a l u a t e t h e m e t h o d o f 
s e l e c t i n g t h e c ^ , a n d i n s o f a r a s p o s s i b l e t o e v a l u a t e t h e 
u s e f u l n e s s o f t h e q u a d r a t i c I P a s a d e s i g n t o o l i n t h i s t y p e 
o f p r o b l e m . 
T h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e o p t i m u m c o n t r o l l e r f o r a 
l i n e a r c o n s t a n t c o e f f i c i e n t p l a n t o p t i m i z e d o v e r a f i n i t e 
t i m e r a n g e i s t h e s a m e a s f o r t h e i n f i n i t e t i m e r a n g e c a s e 
4 3 
U P T H R O U G H E Q U A T I O N ( 2 7 ) O F C H A P T E R I I 
X ( T ) 
P ( T ) 
B D 
C — B 
X ( T ) 
P ( T ) 
( 2 7 ) 
T H E S O L U T I O N T O E Q U A T I O N ( 2 7 ) I S S H O W N B Y C O D D I N G T O N A N D 
B E 
X ( T ) 
P~( T ) 
4 A ( T - T ) 
X ( T ) ( 5 4 ) 
P ( T ) 
W H E R E X ( T ) A N D P " ( T ) A R E T H E V A L U E S O F T H E S T A T E A N D C O S T A T E 
V E C T O R S A T T I M E T . T H E M A T R I X F U N C T I O N E A ^ I S A S Q U A R E 
M A T R I X O F T H E S A M E O R D E R A S A , W H I C H I S I N T H I S C A S E A 
2 N X 2 N M A T R I X . T H E D E F I N I T I O N O F E ^ ^ A N D S O M E O F I T S 
C H A R A C T E R I S T I C S A R E G I V E N I N A P P E N D I X A , 
T H E N X N S U B M A T R I C E S 0>±j A R E D E F I N T E D B Y T H E R E L A T I O N 
<S> 1 1 ( t ) C x 2 ( t ) ( 5 5 ) 
A T _ 
$ 2 1 ( T ) $ 0 , ( T ) 2 2 
U S I N G T H E A B O V E D E F I N I T I O N S I N E Q U A T I O N ( 5 4 ) , T H E V E C T O R 
4 4 
E Q U A T I O N S 
X ( T ) = < £ ) 1 1 ( T - T ) 3 T ( T ) + $ 1 2 ( T - T ) P ( T ) ( 5 6 ) 
P ( T ) = $ 2 1 ( T - T ) X ( T ) + $ 2 2 ( T - T ) P ( T ) 
M A Y B E W R I T T E N . F O R T H E C A S E I N W H I C H A I L C O M P O N E N T S O F T H E 
V E C T O R X ( T ) A R E R E Q U I R E D T O B E Z E R O A T T H E F I N A L T I M E T , T H E 
F I R S T O F E Q U A T I O N S ( 5 6 ) B E C O M E S 
X ( T ) = [ 0 ] = 0 1 1 ( T - T ) X ( T ) ( 5 7 ) 
+ $ 1 2 ( T - T ) P ( T ) 
S O L V I N G E Q U A T I O N ( 5 6 ) F O R P ( ^ ) G I V E S 
p(T) = - $ ^ 2 ( T - T ) $ 1 1 ( T - T ) X ( T ) ( 5 8 ) 
T A K I N G ^ A S T H E C U R R E N T T I M E , E Q U A T I O N ( 5 8 ) G I V E S T H E C U R ­
R E N T V A L U E O F T H E C O S T A T E V E C T O R I N T E R M S O F T H E C U R R E N T 
V A L U E O F T H E S T A T E V E C T O R . E L I M I N A T I N G pXf) F R O M E Q U A T I O N 
( 1 9 ) G I V E S 
U ( T ) = - G - 1 D T < £ I 2 ( T - T ) ^ 1 1 ( T - T ) X ( T ) ( 5 9 ) 
T H I S I S T H E E Q U A T I O N F O R T H E C O N T R O L V E C T O R U ( T 7 ) I N T E R M S O F 
T H E C U R R E N T V A L U E O F x i 1 ^ ) , W H I C H I S T H E D E S I R E D R E S U L T . 
T H E A B O V E A N A L Y S I S I S E S S E N T I A L L Y T H A T G I V E N B Y 
C O L L I N A A N D D O R A T O I N R E F E R E N C E ( 1 8 ) . 
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Examp1e Prob1 em 
Consider a plant governed by the differential equa-
t i on 
x + x = u (60) 
A control u is to be found that will bring the plant to the state 
x(10)=i(10)=0 (61) 
from any initial state. The control variable u will be allowed to take on any finite value. In order to determine u, the design will be carried out by minimizing the quadratic performance measure 
r10 IP = I. (C1x2 + c2x2 + u2) dt (62) J o where Cj and c2 are to be chosen in some "reasonable" manner. Relationships between M]i , M2 , ̂and cjn for second order plants optimized over an infinite time interval were given in Chapter II. These relationships provide a method of selection the ĉ  for this problem. By specifying values of £ and oon, values of c\ and c2 can be calculated for use in this case Since a damping ratio of 0.707 results in a linear constant coefficient system with little overshoot, a ̂  of 
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CD„ = 0 . 5 6 7 S E C . 1 ( 6 4 ) 
F R O M F I G U R E 5 , T H E V A L U E O F M 2 / V M-̂  I S F O U N D T O B E Z E R O . 
A L S O , I T C A N B E S E E N F R O M E Q U A T I O N S ( 5 0 ) A N D ( 5 1 ) T H A T 
M1 = 0 3 N 4 ( 6 5 ) 
T H E V A L U E S O F A N D M „ A R E T H E N 
M X = 0 . 1 0 3 ( 6 6 ) 
M 2 = 0 . 0 
F R O M E Q U A T I O N ( 6 0 ) T H E V A L U E S O F B-I A N D B P A R E 
B-L = 0 ( 6 7 ) 
b o = 1 
T H I S G I V E S F O R C 1 A N D C 2 ( S E E T A B L E 2 ) 
C]_ = 0 . 10 3 ( 6 8 ) 
0 . 7 0 7 W I L L FOE U S E D . B Y T A K I N G A S E T T L I N G T I M E E Q U A L T O T H E 
F I N A L T I M E T , A V A L U E O F c o n M A Y T H E N B E S E L E C T E D . F R O M T H E 
U S U A L D E F I N I T I O N O F S E T T L I N G T I M E 
( 6 3 ) 
T H E V A L U E O F c o n I S F O U N D T O B E 
4 7 
T H E R E F O R E , T H E P L A N T W I L L B E D E S I G N E D U S I N G T H E 
W E I G H T I N G C O N S T A N T S 
C 1 - 0 . 1 0 ( 6 9 ) 
C 2 — - 1 . 0 
T H E S E V A L U E S O F A N D C 2 M A Y N O W B E U S E D T O D E T E R M I N E U ( ^ ) 
F R O M E Q U A T I O N ( 5 9 ) , T H E S O L U T I O N R E Q U I R E S A L A R G E A M O U N T O F 
A L G E B R A , A N D T H E D E T A I L S A R E G I V E N A P P E N D I X B . T H E C O N T R O L 
I S F O U N D T O B E 
U ( T ) = - < 0 , 1 6 ( C O S H W - C O S W ) 
0 . 5 0 ( C O S W + C O S H W ) - 1 . 0 X ^ L ^ KlU) 
+ 1 . 0 - 0 . 7 Q 7 ( S I N H W - S I N W ) + 0 . 5 0 ( C O S W + C O S H W ) 
0 , 5 0 ( C O S H W + C O S W ) - 1 , 0 
W H E R E W = 0 . 8 ( T - T ) , T H E T R A N S I E N T P E R F O R M A N C E O F T H E 
S Y S T E M F O R 
X ( 0 ) = 1 . 0 ( 7 1 ) 
X ( 0 ) = 0 . 0 
I S S H O W N I N F I G U R E 6 , P A G E 4 8 , 
T H E T R A N S I E N T P E R F O R M A N C E O F T H E C O R R E S P O N D I N G 
I N F I N I T E T I M E I N T E R V A L S Y S T E M W A S C A L C U L A T E D F O R C O M P A R I S O N , 
A N D I T W A S F O U N D T O D I F F E R S O L I T T L E F R O M T H E F I N I T E T I M E 
I N T E R V A L S Y S T E M T H A T T H E D I F F E R E N C E C O U L D N O T B E S H O W N O N 
* u 
0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 , 0 5 . 0 6 . 0 7 . 0 8 . 0 9 . 0 10 
t 
Figure 6, Response and Control Function for 
Optimum Finite Time Interval System. 
F I G U R E 6 . T H E R E F O R E , N O T H I N G I S T O B E G A I N E D B Y U S I N G T H E 
O P T I M U M S Y S T E M D E S I G N E D W I T H T H E V A L U E S O F S E L E C T E D I N 
T H I S E X A M P L E . S I M P L E L I N E A R F E E D B A C K O F D I S P L A C E M E N T A N D 
R A T E W O U L D Y I E L D E S S E N T I A L L Y T H E S A M E T R A N S I E N T R E S P O N S E A S 
T H E M O R E C O M P L E X " O P T I M U M " S Y S T E M . 
A M O R E G E N E R A L R E S U L T F O R 
T H E F I N I T E T I M E - 1 N T E R V A 1 P R O B L E M 
F O R S E C O N D O R D E R S Y S T E M S 
T H E F A C T T H A T T H E D E S I G N O B T A I N E D I N T H E P R E V I O U S 
E X A M P L E D I D N O T O F F E R A N Y I M P R O V E M E N T I N R E S P O N S E O V E R A 
C O N S T A N T - C O E F F I C I E N T C O N T R O L L E R R A I S E S T H E Q U E S T I O N O F 
W H E T H E R I T M A Y B E T R U E I N G E N E R A L T H A T A L I N E A R C O N S T A N T 
C O E F F I C I E N T C O N T R O L L E R C A N B E F O U N D W H I C H Y I E L D S E S S E N T I A L L Y 
T H E S A M E T R A N S I E N T R E S P O N S E A S T H E " O P T I M U M " C O N T R O L L E R . 
T H I S S E C T I O N I S D E V O T E D T O P R E S E N T I N G A T L E A S T A P A R T I A L 
A N S W E R T O T H E A B O V E Q U E S T I O N . 
I N T H E P R E V I O U S E X A M P L E , T H E V A L U E S O F C I A N D C 2 W E R E 
D E T E R M I N E D B Y S E L E C T I N G V A L U E S O F ^ A N D c o n F O R A N I N F I N I T E 
T I M E - I N T E R V A L O P T I M I Z A T I O N O F T H E P A R T I C U L A R P L A N T . A V A L U E 
O F ^ W A S S E L E C T E D W H I C H H A S P R O V E D S U C C E S S F U L I N C L A S S I C A L 
F E E D B A C K C O N T R O L D E S I G N , A N D T H E V A L U E O F c o n W A S T H E N D E T E R ­
M I N E D B Y S P E C I F Y I N G T H A T 
( 7 2 ) 
5 0 
W H E R E T I S T H E F I N A L T I M E A T W H I C H 
X ( T ) = X ( T ) = 0 ( 7 3 ) 
M U S T B E S A T I S F I E D . S I N C E T H E M E T H O D U S E D F O R S E L E C T I N G cj_ 
A N D C 2 I N T H E P R E V I O U S E X A M P L E M A Y H A V E B E E N T H E R E A S O N T H A T 
T H E R E W A S N O E S S E N T I A L D I F F E R E N C E I N T H E O P T I M U M S Y S T E M 
R E S P O N S E A N D T H E C O R R E S P O N D I N G L I N E A R S Y S T E M R E S P O N S E , 
S E V E R A L A R B I T R A R Y M E T H O D S O F S E L E C T I N G T H E C ^ W I L L B E U S E D 
I N T H E F O L L O W I N G A N A L Y S I S . I N P A R T I C U L A R , V A L U E S O F ^ O F 
0 . 2 , 0 . 4 A N D 0 . 8 W I L L B E U S E D . F O R E A C H O F T H E A B O V E V A L U E S 
O F ^ , T H R E E V A L U E S O F c o n C A L C U L A T E D F R O M 
T = R 9 — ( Q = 1 , 4 , 7 ) ( 7 4 ) 
CJGDN 
W I L L B E U S E D . T H I S W I L L I N E F F E C T R E S U L T I N N I N E ( A R B I ­
T R A R Y ) M E T H O D S O F D E T E R M I N I N G T H E C ^ B E I N G C O N S I D E R E D . T H E 
R E S U L T S W I L L B E P R E S E N T E D I N T E R M S O F T H E N O N - D I M E N S I O N A L 
T I M E C O N T . 
C O N S I D E R A P L A N T G O V E R N E D B Y T H E D I F F E R E N T I A L E Q U A ­
T I O N 
• ^ - F + B 2 4l + B I X = u ( 7 5 ) 
D T ^ D T 
A N D T H E Q U A D R A T I C P E R F O R M A N C E M E A S U R E T O B E M I N I M I Z E D 
I P = I I ( C J X 2 + C 2 X 2 + U 2 ) D T ( 7 6 ) 
5 1 
S U B J E C T T O T H E C O N D I T I O N S T H A T 
X ( T ) = X ( T ) = 0 ( 7 7 ) 
T H E C O N T R O L L E R E Q U A T I O N F O R T H I S P R O B L E M I S F O U N D B Y T H E 
M E T H O D O F A P P E N D I X B T O B E 
u ( Z ) = [ - c o 2 / [ (l-£2)cosh 2 ^ ( Z - z ) + ̂ 2cos 2 Vl"£2 ( Z - z ) - 1 ] } ( 7 8 ) 
{ [ 2 ^ 2 - l + p i + ( I - p 1 ) ( I - ^ 2 ) C O S H 2 £ ( Z - Z ) 
- ^ 2 ( l + B 1 ) c o s 2 "V1 ~ £ 2 (Z-z)]x(t) + [p 2 
+ P 2(l-£ 2)cosh 2 ( ( z ' z ) " P 2 ^ 2 c o s 2 l / l - £ 2 ( Z - z ) 
+ 2^(l-^2)sinh 2 ^ ( Z - z ) - 2 ^ 2 V l - ( 2 sin 2 Yl - £ 2 ( Z -z ) ] x ( t )} 





B J / c o 2 
b 2 / c D n 
co N T • 
C D N T 
( 7 9 ) 
( 8 0 ) 
( 8 1 ) 
( 8 2 ) 
M A K I N G T H E S A M E S U B S T I T U T I O N S I N T H E P L A N T D I F F E R E N T I A L E Q U A 
T I O N R E S U L T S I N 
co; 
D 2 X , 0 D X , _ 
D ^ 2 " + ^ 2 D ^ + P l x = U ( 8 3 ) 
S U B S T I T U T I O N O F ( 7 8 ) I N T O ( 8 3 ) A N D S I M P L I F Y I N G Y I E L D S T H E 
D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N 
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w h i c h i s t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n o f t h e o p t i m u m c l o s e d - l o o p 
s y s t e m . N o t e t h a t t h e o p t i m u m s y s t e m i s d e s c r i b e d b y a 
l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n w i t h t i m e v a r y i n g c o e f f i c i e n t s 
w h e n t h e f i n a l t i m e i s f i n i t e . I f t h e f i n a l t i m e i s 
i n f i n i t e , t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i s l i n e a r w i t h c o n s t a n t 
c o e f f i c i e n t s . S i n c e 
Z = 0 0 n T = ^ ( 8 5 ) 
t h e r e a r e t w o p a r a m e t e r s , £ a n d Q , t h a t m u s t b e s e l e c t e d i n 
o r d e r t o s p e c i f y t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n . N o t e t h a t 
s e l e c t i o n ^ a n d Q i s i n e f f e c t t h e s e l e c t i o n o f v a l u e s o f 
M-L a n d M 2 . 
T h e o u t p u t s x ( c o n t ) o f t h e o p t i m u m s y s t e m s a n d o f t h e 
c o r r e s p o n d i n g i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l s y s t e m a r e s h o w n i n 
T a b l e s 3 , 4 , a n d 5 f o r c o m p a r i s o n . T h e t a b u l a r f o r m o f 
p r e s e n t a t i o n w a s u s e d b e c a u s e o f t h e s m a l l d i f f e r e n c e s be tween 
t h e o u t p u t s o f t h e o p t i m u m s y s t e m s w i t h Q = 4 , 7 a n d t h e c o n s t a n t 
c o e f f i c i e n t s y s t e m s . 
E x a m i n a t i o n o f t h e d a t a i n T a b l e s 3 , 4 , a n d 5 i n d i ­
c a t e s t h a t f o r Q = 7 t h e r e s p o n s e o f t h e o p t i m u m s y s t e m i s 
53 
T a b l e 3 
T r a n s i e n t R e s p o n s e s o f C e r t a i n O p t i m u m S y s t e m s f o r £ ,= 0 . 2 
X ( u ) n t ) f o r . 2 
G O n t 
Q = 1 Q = 4 Q = 7 
I n f i n i t e 
T i m e - 1 n t e r v a 1 
0 . 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 
1 . 0 0 . 5 8 9 0 . 5 95 0 . 5 9 5 0 . 5 9 5 
2 . 0 - 0 . 0 6 9 - 0 . 1 2 7 - 0 . 1 2 7 - 0 . 1 2 7 
3 . 0 - o . 3 1 6 - 0 . 5 1 5 - 0 . 5 1 5 - 0 . 5 1 5 
4 . 0 - o . 1 4 6 - 0 . 3 8 4 - 0 . 3 8 5 - 0 . 3 8 5 
5 . 0 0 . 0 0 0 - 0 , 0 0 6 - 0 . 0 0 6 - 0 . 0 0 6 
6 . 0 0 . 2 5 2 0 . 2 5 3 0 . 2 5 3 
7 . 0 0 . 2 3 3 0 . 2 3 4 0 . 2 3 4 
8 . 0 0 . 0 4 4 0 . 0 4 4 0 . 0 4 4 
9 . 0 - 0 . 1 1 4 - 0 . 1 1 7 - 0 . 1 1 7 
1 0 . 0 - 0 . 1 3 3 - 0 . 1 3 6 - 0 . 1 3 6 
1 1 . 0 - 0 . 0 4 5 - 0 . 0 46 - 0 . 0 4 6 
1 2 . 0 0 . 0 4 6 0 . 0 4 9 0 . 0 4 9 
13 . 0 0 . 07 0 0 . 0 7 6 0 . 0 7 6 
1 4 , 0 0 , 0 3 4 0 , 0 36 0 . 0 3 6 
1 5 . 0 - 0 . 0 1 3 - 0 . 0 1 8 - 0 . 0 1 8 
16 . 0 - 0 . 0 3 0 - 0 , 0 40 - 0 . 0 4 0 
17 . 0 - 0 . 0 1 8 - 0 . 0 25 - 0 . 0 2 5 
18 . 0 - 0 . 0 0 2 0 , 0 0 4 0 . 0 0 4 
1 9 . 0 0 . 0 0 2 0 . 0 2 1 0 . 0 2 1 
20 . 0 0 , 0 0 0 0 . 0 1 6 0 . 0 1 6 
2 1 . 0 0 , 0 0 1 0 . 0 0 1 
2 2 . 0 - 0 . 0 1 0 - 0 . 0 1 0 
23 . 0 - 0 . 0 1 0 - 0 . 0 1 0 
2 4 . 0 - 0 . 0 0 2 - 0 . 0 0 2 
2 5 . 0 0 . 0 0 4 0 . 0 0 5 
26 . 0 0 . 0 0 5 0 . 0 0 6 
27 . 0 0 . 0 0 2 0 . 0 0 2 
2 8 . 0 - 0 . 0 0 2 - 0 . 0 0 2 
2 9 , 0 - 0 . 0 0 3 - 0 . 0 0 3 
3 0 . 0 - 0 . 0 0 1 - 0 . 0 0 2 
3 1 . 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 1 
3 2 . 0 0 . 0 0 1 0 . 0 0 2 
3 3 . 0 0 . 0 0 1 0 . 0 0 1 
3 4 . 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 
3 5 . 0 0 . 0 0 0 - 0 . 0 0 1 
5 4 
T a b l e 4 
T r a n s i e n t R e s p o n s e s o f C e r t a i n O p t i m u m S y s t e m s f o r C, = 0 . 4 
X ( c o n t ) f o r 4 
O C i n t 
Q = 1 Q = 4 Q = 7 I n f i n i t e 
T i m e - I n t e r v a l 
0 . 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 
0 . 5 0 . 8 7 6 0 . 8 9 2 0 . 8 9 2 0 . 8 9 2 
1 . 0 0 , 5 9 7 0 . 6 4 0 0 . 6 4 0 0 . 6 4 0 
1 . 5 0 . 2 9 5 0 . 3 4 2 0 . 3 4 2 0 . 3 4 2 
2 . 0 0 . 0 7 7 0 . 0 7 3 0 . 0 7 3 0 . 0 7 3 
2 . 5 0 . 0 0 0 - 0 . 1 2 1 - 0 . 1 2 2 - 0 . 1 2 2 
3 . 0 - 0 . 2 2 7 - 0 . 2 2 8 - 0 . 2 2 8 
3 , 5 - 0 . 2 5 2 - 0 , 2 5 3 - 0 . 2 5 3 
4 . 0 - 0 . 2 1 8 - 0 . 2 1 9 - 0 . 2 1 9 
4 . 5 - 0 . 1 5 1 - 0 . 1 5 2 - 0 . 1 5 2 
5 . 0 - 0 . 0 7 7 - 0 . 0 7 6 - 0 . 0 7 6 
5 . 5 - 0 . 0 1 2 - 0 . 0 1 0 - 0 . 0 1 0 
6 . 0 0 . 0 3 3 0 . 0 3 6 0 . 0 3 . 6 
6 . 5 0 . 0 5 6 0 . 0 6 0 0 . 0 6 0 
7 . 0 0 . 0 6 0 0 . 0 6 4 0 . 0 6 4 
7 . 5 0 . 0 5 0 0 . 0 5 3 0 . 0 5 3 
8 . 0 0 . 0 3 4 0 . 0 3 6 0 . 0 3 6 
8 . 5 0 . 0 1 9 0 . 0 1 7 0 . 0 1 7 
9 . 0 0 . 0 0 8 0 . 0 0 1 0 . 0 0 1 
9 . 5 0 . 0 0 2 - 0 . 0 1 0 - 0 , 0 1 0 
1 0 . 0 0 . 0 0 0 - 0 . 0 1 6 - 0 . 0 1 6 
1 0 , 5 - 0 . 0 1 6 - 0 . 0 1 6 
1 1 . 0 - 0 . 0 1 3 - 0 . 0 1 3 
1 1 . 5 - 0 . 0 0 8 - 0 . 0 0 8 
1 2 . 0 - 0 . 0 0 4 - 0 . 0 0 4 
1 2 . 5 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 
1 3 . 0 0 . 0 0 3 0 . 0 0 3 
1 3 . 5 0 . 0 0 4 0 . 0 0 4 
1 4 . 0 0 . 0 0 4 0 , 0 0 4 
1 4 . 5 0 . 0 0 3 0 , 0 0 3 
1 5 . 0 0 . 0 0 2 0 . 0 0 2 
1 5 . 5 0 . 0 0 1 0 . 0 0 1 
1 6 . 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 
1 6 . 5 0 . 0 0 0 - 0 . 0 0 1 
1 7 . 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 1 
1 7 . 5 0 . 0 0 0 * 
* N o t c a l c u l a t e d . 
5 5 
T A B L E 
T R A N S I E N T R E S P O N S E S O F C E R T A I N 
X ( c o N T ) F O R (j = 0 . 8 
Q - 1 Q - 4 Q - 7 T I M E - I N T E R V A L 
0 . 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 1 . 0 0 0 
0 . 2 5 0 . 8 9 4 0 . 9 7 3 0 . 9 7 3 0 . 9 7 3 
0 . 5 0 0 . 6 4 4 0 . 9 0 5 0 . 9 0 0 0 . 9 0 0 
0 . 7 5 0 . 3 5 0 0 . 8 1 2 0 , 8 1 2 0 , 8 1 2 
1 . 0 0 O . 1 0 4 0 . 7 0 9 0 . 7 0 9 0 . 7 0 9 
1 . 2 5 O . 0 0 0 0 . 6 0 4 0 . 6 0 4 0 , 6 0 4 
1 . 5 0 0 . 5 0 2 0 . 5 0 2 0 . 5 0 2 
1 . 7 5 0 . 4 0 8 0 . 4 0 8 0 . 4 0 8 
2 . 0 0 0 . 3 2 5 0 , 3 2 4 0 . 3 2 4 
2 . 2 5 0 . 2 5 3 0 . 2 5 1 0 . 2 5 1 
2 . 5 0 0 . 1 9 1 0 . 1 9 0 0 . 1 9 0 
2 . 7 5 0 . 1 4 1 0 . 1 3 8 0 . 1 3 9 
3 . 0 0 0 . 1 0 1 0 . 0 9 7 0 . 0 9 7 
3 . 2 5 0 . 0 6 9 0 . 0 6 4 0 . 0 6 5 
3 . 5 0 0 . 0 4 5 0 . 0 3 9 0 . 0 3 9 
3 . 7 5 0 . 0 2 7 0 . 0 2 0 0 . 0 2 0 
4 . 0 0 0 . 0 1 5 0 . 0 0 7 0 . 0 0 7 
4 . 2 5 0 . 0 0 7 - 0 . 0 0 3 - 0 . 0 0 3 
4 . 5 0 0 . 0 0 3 - 0 . 0 0 9 - 0 . 0 0 9 
4 . 7 5 0 . 0 0 1 - 0 . 0 1 3 - 0 . 0 1 3 
5 . 0 0 0 . 0 0 0 - 0 . 0 1 5 - 0 . 0 1 5 
5 A 2 5 - 0 . 0 1 5 - 0 . 0 1 5 
5 . 5 0 - 0 . 0 1 5 - 0 . 0 1 5 
5 . 7 5 - 0 . 0 1 3 - 0 . 0 1 4 
6 . 0 0 - 0 . 0 1 2 - 0 . 0 1 2 
6 . 2 5 - 0 . 0 1 0 - 0 , 0 1 0 
6 . 5 0 - 0 . 0 0 9 - 0 . 0 0 9 
6 . 7 5 - 0 , 0 0 7 - 0 . 0 0 8 
7 . 0 0 - 0 , 0 0 5 - 0 . 0 0 6 
7 . 2 5 - 0 . 0 0 4 - 0 . 0 0 5 
7 . 5 0 - 0 . 0 0 3 - 0 . 0 0 4 
7 . 7 5 - 0 , 0 0 2 - 0 . 0 0 3 
8 . 0 0 - 0 . 0 0 1 - 0 . 0 0 2 
8 . 2 5 - 0 . 0 0 0 - 0 . 0 0 1 
8 . 5 0 - 0 , 0 0 0 - 0 . 0 0 1 
8 . 7 5 - 0 , 0 0 0 * 
O P T I M U M S Y S T E M S F O R t = 0 . 8 
* N O T C A L C U L A T E D . 
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a l m o s t i d e n t i c a l t o t h e r e s p o n s e o f t h e i n f i n i t e t i m e 
i n t e r v a l s y s t e m e x c e p t f o r t h e s m a l l d i f f e r e n c e i n t h e 
r e s p o n s e s n e a r t h e e n d o f t h e t i m e p e r i o d o f i n t e r e s t . T h i s 
i s t r u e f o r a l l v a l u e s o f £ . A t t h e f i n a l t i m e T t h e o p t i ­
m u m s y s t e m w i l l s a t i s f y t h e r e q u i r e m e n t t h a t x ( T ) = 0 , 
w h i l e t h e i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l s y s t e m d o e s n o t s a t i s f y 
t h i s r e q u i r e m e n t . 
F o r Q = 4 t h e r e s p o n s e s o f t h e o p t i m u m a n d i n f i n i t e 
t i m e i n t e r v a l s y s t e m s a r e e s s e n t i a l l y i d e n t i c a l o v e r t h e 
f i r s t h a l f o f t h e t i m e i n t e r v a l o f i n t e r e s t . D u r i n g t h e 
l a t t e r h a l f o f t h e t i m e i n v e r v a l , t h e o p t i m u m s y s t e m r e s p o n s e 
b e g i n s t o d e p a r t a p p r e c i a b l y f r o m t h a t o f t h e i n f i n i t e t i m e 
i n t e r v a l s y s t e m . A t t h e f i n a l t i m e T , t h e i n f i n i t e t i m e 
i n t e r v a l s y s t e m o u t p u t i s - 0 . 0 1 5 f o r £ = 0 . 8 a n d - 0 . 0 1 6 f o r 
£ = 0 . 4 a n d £ = 0 . 2 . 
W h e n Q i s r e d u c e d t o o n e , t h e i n f l u e n c e o f t h e d a m p ­
i n g r a t i o ( £ ) b e c o m e s i m p o r t a n t . T h e r e s p o n s e s o f t h e o p t i ­
m u m a n d i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l s y s t e m s a r e s i g n i f i c a n t l y 
d i f f e r e n t f o r a l l v a l u e s o f ^ s h o w n . T h i s d i f f e r e n c e 
b e t w e e n t h e r e s p o n s e s b e c o m e s g r e a t e r a s ^ i s i n c r e a s e d . 
T h e e r r o r i n x ( c o n T ) w o u l d p r o b a b l y b e u n a c c e p t a b l e f o r a l l 
v a l u e s o f £ f o r w h i c h t h e r e s p o n s e s a r e s h o w n . 
C H A P T E R I V 
A N O N - L I N E A R P L A N T 
T h e p r e s e n t c h a p t e r i s d e v o t e d t o t h e s t u d y o f t h e 
d e s i g n o f a c o n t r o l l e r f o r a p l a n t g o v e r n e d b y n o n - l i n e a r 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s u s i n g a q u a d r a t i c I P . A d e s i r a b l e 
g o a l w o u l d b e t o d e t e r m i n e t h e v a l u e o f t h e q u a d r a t i c I P a s 
a d e s i g n t o o l f o r n o n - l i n e a r p l a n t s . H o w e v e r , a m o r e 
l i m i t e d g o a l m u s t b e s e t f o r t w o r e a s o n s . F i r s t , i t i s w e l l 
k n o w n t h a t g e n e r a l c o n c l u s i o n s f o r n o n - l i n e a r s y s t e m s a r e 
n o t p o s s i b l e . S e c o n d , t h e r e s u l t s o b t a i n e d b y d e s i g n i n g 
w i t h a q u a d r a t i c I P m u s t n e c e s s a r i l y r e f l e c t t h e i n f l u e n c e 
o f t h e s c h e m e u s e d t o s e l e c t t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s . 
T h e r e f o r e , t h e o b j e c t i v e h e r e w i l l b e t o s t u d y t h e r e s u l t s 
o f d e s i g n i n g c o n t r o l l e r s f o r c e r t a i n n o n - l i n e a r p l a n t s u s i n g 
t h e q u a d r a t i c I P a n d a p a r t i c u l a r s c h e m e f o r s e l e c t i n g t h e 
w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s . 
T h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s i n t h e e x a m p l e t o f o l l o w 
w i l l b e s e l e c t e d b y l i n e a r i z i n g t h e p l a n t d i f f e r e n t i a l 
e q u a t i o n i n s o m e " r e a s o n a b l e " m a n n e r , a n d t h e n s e l e c t i n g 
w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s w i t h t h e a i d o f t h e i n f o r m a t i o n 
o b t a i n e d f o r l i n e a r p l a n t s i n C h a p t e r I I . 
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Example 
Consider a plant governed by the differential equa­
tion 
x + 0.1 (1-x2) x + 2x = u (86) 
A controller u is to be found that will drive the plant from 
x ( 0 ) = 1 . 0 (87) 
X(0) = 0.0 
to the state 
|x(3 . 0)j < 0. 05 (88 ) 
|x(3 . 0)| < 0. 05 
The controller is to be designed by minimizing the quad­
ratic performance measure 
3 . 0 
IP = I" (c^2 + C - L X 2 + u2) dt (89) 
J o 
where ci and c2 are to be selected by linearizing (86) in 
some manner, and choosing values of £ and cun for a 
linearized system from consideration of the time domain 
performance measures that are to be satisfied. 
Noting that x(0) will probably be the largest value 
that x(t) will attain, it appears reasonable to set x(t) 
equal x(0) equal 1.0 in all non-linear terms of equation 
5 9 
( 8 6 ) . T h e r e s u l t i n g l t i n g l i n e a r i z e d f o r m o f ( 8 6 ) i s t h e n 
x + 2 x = u ( 9 0 ) 
A s s u m i n g t h a t a s m a l l a m o u n t o f o v e r s h o o t i s a c c e p t a b l e , a 
d a m p i n g r a t i o o f 0 . 7 0 7 i s s p e c i f i e d f o r t h e c o r r e s p o n d i n g 
l i n e a r s y s t e m . S o l v i n g 
( 9 1 ) 
f o r c o n y i e l d s 
I n t h e l i n e a r i z e d e q u a t i o n ( 8 6 ) 
( 9 2 ) 
b x = 2 
b 2 = 0 
( 9 3 ) 
T h e r e f o r e , t h e s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n s 
M l = b 1 + c l 
M 2 = b 2 + c 2 " 2 b x 
f o r c - L , a n d c 2 r e s u l t s i n 
( 9 4 ) 
c i = 8 . 6 
c 2 = 4 . 0 
( 9 5 ) 
T h e m a t h e m a t i c a l p r o b l e m n o w b e c o m e s t h e p r o b l e m o f 
6 0 
D E T E R M I N I N G U ( T ) S U C H T H A T 
I P - — 
R 2 
3 . 0 
( 8 . 6 X 2 + 4 X 2 + U 2 ) D T ( 9 6 ) 
I S A M I N I M U M S U B J E C T T O T H E I N I T I A L A N D F I N A L C O N D I T I O N S 
S T A T E D I N E Q U A T I O N S ( 8 7 ) A N D ( 8 8 ) , R E S P E C T I V E L Y . D E F I N I N G 
X ^ A N D X 2 I N T H E U S U A L M A N N E R 
X I = X 
X 2 ~ X 
( 9 7 ) 
T H E P L A N T D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N M A Y B E W R I T T E N 
X 2 
X 2 = - 2 X I - 0 . L X 2 + 0 , L X | X 2 + U 
T H E H A M I L T O N I A N F O R T H E P R O B L E M I S 
H = P 1 X 2 + P 2 ^ " 2 X ^ - 0 , L X 2 + 0 . I X - ^ X G + U ) 
- 7 K 8 . 6 X 2 + 4 X 2 + U 2 ) 
A 1 Z 
T A K I N G A N D S E T T I N G I T E Q U A L T O Z E R O R E S U L T S I N 
( 9 8 ) 
( 9 9 ) 
U = P 2 ( 1 0 0 ) 
F O R M I N I M U M I P . T H E D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N S F O R P I A N D P 2 
A R E F O U N D F R O M 
P 2 = - 3 H 
61 p = - A n . (loi) ^xi 
3*2, 
to be 
p-L - 8 . 6xx+ 2p2 — 0 , 2x ̂x 2p 2 (102) 
p2 = 4x2-pj+ 0.lp2-0.lx2p2 
Substituting p2 for u in equation (98) yields 
X - L - x2 (103) 
2 
x2 = -2'x-j_ -0 , lx2+0 . lxj_x2+P2 The system of equations given by (102) and (103) must be solved subject to the conditions 
x1<0) = 1.0 (10 4) x2(0) = 0.0 x ]i ( 3 . 0 ) <i 0.05 x2(3.0) < 0.05 
in order to determine the controller u that minimizes IP. 
A digital computer was used to solve this system of 
equations. The resulting values of x(t), x(t) and u(t) for 




R e t u r n i n g t o e q u a t i o n ( 8 6 ) , i t c a n b e s e e n t h a t w i t h 
u s e t t o z e r o , t h e s y s t e m w i l l i n i t i a l l y b e u n d a m p e d f o r a n 
i n i t i a l v a l u e o f x e q u a l o n e , w h i l e f o r x i n i t i a l l y g r e a t e r 
t h a n o n e t h e i n i t i a l d a m p i n g w i l l foe n e g a t i v e , a n d f o r x 
i n i t i a l l y l e s s t h a n o n e t h e r e w o u l d b e p o s i t i v e d a m p i n g . I t 
i s i n t e r e s t i n g t o c o m p a r e t h e c o n t r o l f u n c t i o n s f o r t h e s e 
s i t u a t i o n s u s i n g t h e s a m e v a l u e s o f c j a n d c 2 i n a l l c a s e s . 
T h e o p t i m u m c o n t r o l l e r a n d t h e t r a n s i e n t r e s p o n s e o f t h e 
p l a n t w e r e d e t e r m i n e d f o r t h e c a s e s 
x ( 0 ) = 1 . 4 ( 1 0 5 ) 
x ( 0 ) - 0 . 0 
a n d 
x ( 0 ) = 0 . 6 ( 1 0 6 ) 
x ( 0 ) - 0 . 0 
T h e s a m e I P w a s u s e d i n t h e s e t w o c a s e s a s w a s u s e d i n t h e 
o r i g i n a l c a s e . T h e c o n t r o l f u n c t i o n s f o r a l l t h r e e i n i t i a l 
c o n d i t i o n s s h o w n i n F i g u r e 8 , a n d t h e o u t p u t s x ( t ) a r e s h o w n 
i n F i g u r e 9 . T h e t r a n s i e n t r e s p o n s e f o r a l l t h r e e i n i t i a l 
c o n d i t i o n s w o u l d p r o b a b l y b e s a t i s f a c t o r y f o r m a n y a p p l i c a ­
t i o n s . 
I t i s o f s o m e i n t e r e s t t o c o m p a r e t h e d y n a m i c p e r ­
f o r m a n c e o f t h e s y s t e m a b o v e t o t h e p e r f o r m a n c e o f a s y s t e m 
6 4 
S t a t e s o f N o n - L i n e a r P l a n t . 
6 5 
2 . 0 
1 . 5 
1 . 0 
0 . 5 
0 . 0 
- 0 . 5 
- 1 . 0 
- 1 . 5 
- 2 . 0 
~ X ( 0 ) ~ 1 . 4 
—X ( 0 ) = 1 . 0 
- X ( 0 ) - 0 . 6 
0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 
T 
F I G U R E 9 . T R A N S I E N T R E S P O N S E F O R T H R E E I N I T I A L 
S T A T E S O F N O N - L I N E A R P L A N T . 
3 . 0 
6 6 
D E S I G N E D U S I N G S O M E A L T E R N A T E M E T H O D . A C O N T R O L L E R W H I C H 
R E S U L T S I N A L I N E A R C L O S E D L O O P S Y S T E M C A N B E F O U N D B Y 
S P E C I F Y I N G T H A T T H E C L O S E D L O O P S Y S T E M S A T I S F Y T H E D I F F E R ­
E N T I A L E Q U A T I O N 
X + 2 ^ A ) N X + a ) N X = 0 ( 1 0 7 ) 
A N D S U B T R A C T I N G ( 1 0 7 ) F R O M ( 8 6 ) T O O B T A I N T H E R E Q U I R E D C O N ­
T R O L F U N C T I O N 
U = [ 2 - C 0 N ] X + [ 0 . 1 ( L - X 2 ) - 2 ^ c o n ] X ( 1 0 8 ) 
T H E T R A N S I E N T R E S P O N S E A N D T H E C O N T R O L F U N C T I O N F O R £ A N D a ) n 
S E T E Q U A L T O T H E V A L U E S U S E D I N S E L E C T I N G C ^ A N D C 2 F O R T H E 
Q U A D R A T I C I P W E R E C O M P U T E D F O R T H I S A L T E R N A T E S Y S T E M . T H E 
T R A N S I E N T R E S P O N S E A N D T H E C O N T R O L F U N C T I O N F O R T H I S S Y S T E M 
A R E S H O W N I N F I G U R E 1 0 A L O N G W I T H U A N D X F O R T H E S Y S T E M 
D E S I G N E D U S I N G T H E Q U A D R A T I C I P . E X A M I N A T I O N O F F I G U R E 1 0 
S H O W S T H A T T H E R E S P O N S E F U N C T I O N S O F T H E T W O C L O S E D L O O P 
S Y S T E M S A R E E S S E N T I A L L Y T H E S A M E O V E R T H E E N T I R E T I M E I N T E R ­
V A L O F I N T E R E S T . A T T H E F I N A L T I M E ( 3 . 0 S E C O N D S ) T H E V A L U E 
O F X F O R T H E O P T I M U M S Y S T E M I S E S S E N T I A L L Y Z E R O , W H I L E T H E 
A L T E R N A T E D E S I G N P R O V I D E S A F I N A L V A L U E O F X = - 0 . 0 3 0 W H I C H 
I S W I T H I N T H E T D . L E R E R I C - . E S R E Q U I R E D B Y E Q U A T I O N ( 1 0 4 ) . » 
T H E V A L U E S O F U F O R T H E T W O S Y S T E M S A R E V E R Y N E A R L Y T H E S A M E 
F O R T H E F I R S T 2 , 5 S E C O N D S O F T H E T I M E I N T E R V A L O F I N T E R E S T . 
F I G U R E 1 0 . C O M P A R I S O N O F O P T I M U M N O N - L I N E A R S Y S T E M 
A N D A L T E R N A T E S Y S T E M . 
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D u r i n g t h e f i n a l o n e - h a l f s e c o n d o f t h e t i m e i n t e r v a l , t h e 
m a g n i t u d e o f u b e c o m e s l a r g e r f o r t h e o p t i m u m s y s t e m t h a n 
f o r t h e a l t e r n a t e s y s t e m . H o w e v e r , t h i s d i f f e r e n c e i n t h e 
m a g n i t u d e s o f t h e c o n t r o l f u n c t i o n s i s n o t l a r g e e n o u g h t o 
p r o v i d e a b a s i s f o r c h o o s i n g b e t w e e n t h e t w o s y s t e m s . 
S i n c e t h e t r a n s i e n t r e s p o n s e s a n d t h e c o n t r o l f u n c ­
t i o n s r e s u l t i n g f r o m t h e t w o d e s i g n m e t h o d s a r e s o v e r y 
n e a r l y t h e s a m e , a c h o i c e b e t w e e n t h e t w o s y s t e m s w o u l d h a v e 
t o b e m a d e u p o n s o m e o t h e r b a s i s . T h e c o s t o f i m p l e m e n t i n g 
t h e r e s p e c t i v e d e s i g n s i s o n e c r i t e r i o n t h a t c o u l d b e a p p l i e d 
i n s e l e c t i n g o n e o r t h e o t h e r o f t h e t w o d e s i g n s . A n o n - l i n e 
d i g i t a l c o m p u t e r w o u l d b e r e q u i r e d t o i m p l e m e n t t h e d e s i g n 
o f t h e o p t i m u m s y s t e m , w h i l e t h e a l t e r n a t e s y s t e m w o u l d 
r e q u i r e m u l t i p l i e r s a n d s u m m e r s . T h e c o s t o f t h e d i g i t a l 
c o m p u t e r w o u l d i n a l l p r o b a b i l i t y b e c o n s i d e r a b l y g r e a t e r 
t h a n t h e c o s t o f t h e m u l t i p l i e r s a n d s u m m e r s . T h e r e f o r e , o n 
t h e b a s i s o f t h e f a c t o r s c o n s i d e r e d , t h e a l t e r n a t e s y s t e m i s 
s u p e r i o r t o t h e " o p t i m u m " s y s t e m . 
I n c o n c l u s i o n , w h i l e t h e d e s i g n u s i n g t h e q u a d r a t i c 
I P d o e s p r o d u c e s a t i s f a c t o r y r e s p o n s e , i t i s p o s s i b l e t o 
f i n d , i n t h i s c a s e , a m o r e d e s i r a b l e d e s i g n m e t h o d y i e l d i n g 
e s s e n t i a l l y t h e s a m e r e s p o n s e a t l e s s i n i t i a l c o s t . I t 
s h o u l d b e p o i n t e d o u t , h o w e v e r , t h a t t h i s c o n c l u s i o n 
a p p l i e s o n l y t o t h e e x a m p l e c o n s i d e r e d . 
CHAPTER V 
CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS 
T h e o b j e c t i v e o f t h i s i n v e s t i g a t i o n w a s t o s t u d y t h e 
q u a d r a t i c I P a n d t o d e t e r m i n e i n s o f a r a s p o s s i b l e i t s u s e ­
f u l n e s s a s a d e s i g n t o o l i n t h e d e s i g n o f a u t o m a t i c c o n t r o l 
s y s t e m s . T h e p r o b l e m w a s a p p r o a c h e d by f i r s t a p p l y i n g a 
r e s t r i c t e d c l a s s o f q u a d r a t i c I P t o a r e s t r i c t e d c l a s s o f 
l i n e a r p l a n t s . T h e c l a s s o f I P w a s i n i t i a l l y r e s t r i c t e d t o 
t h o s e i n w h i c h t h e m a t r i x o f w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s w a s a 
d i a g o n a l m a t r i x a n d i n w h i c h t h e t i m e i n t e r v a l w a s i n f i n i t e . 
T h e c l a s s o f p l a n t s w a s i n t i a l l y r e s t r i c t e d t o p l a n t s 
g o v e r n e d b y c o n s t a n t c o e f f i c i e n t l i n e a r d i f f e r e n t i a l e q u a ­
t i o n s a n d h a v i n g a s i n g l e i n p u t v a r i a b l e . T h e c l a s s o f 
p r o b l e m s d e s c r i b e d a b o v e r e s u l t s i n a f i n a l s y s t e m g o v e r n e d 
b y a n h o m o g e n e o u s l i n e a r c o n s t a n t c o e f f i c i e n t d i f f e r e n t i a l 
e q u a t i o n . F o r t h i s c l a s s o f p r o b l e m s i t w a s p o s s i b l e t o 
s h o w r e l a t i o n s b e t w e e n t h e e l e m e n t s o f t h e w e i g h t i n g 
c o e f f i c i e n t m a t r i x , t h e p l a n t , p a r a m e t e r s , a n d t h e r o o t s o f 
t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n o f t h e o p t i m u m s y s t e m . T h e s e 
r e l a t i o n s w e r e t h e n u s e d t o s e l e c t w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s 
f o r p r o b l e m s w h i c h w e r e d i f f e r e n t i n o n e way o r a n o t h e r 
f r o m t h o s e o f t h e o r i g i n a l c l a s s . I t i s p o s s i b l e t o d r a w 
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r a t h e r s t r o n g c o n c l u s i o n s f o r t h e c l a s s o f p r o b l e m s 
o r i g i n a l l y c o n s i d e r e d , b u t t h e v a r i o u s m o d i f i c a t i o n s o f t h e 
o r i g i n a l c l a s s o f p r o b l e m s p e r m i t c o n c l u s i o n s w h i c h a r e n o t 
q u i t e s o d e f i n i t e a s t h o s e f o r t h e o r i g i n a l c l a s s . 
S i n c e t h e m a t r i x o f w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s w a s 
r e s t r i c t e d i n a l l c a s e s t o b e i n g a d i a g o n a l m a t r i x a n d t h e 
c l a s s o f p l a n t s c o n s i d e r e d w a s r e s t r i c t e d i n a l l c a s e s t o 
t h o s e h a v i n g a s i n g l e i n p u t v a r i a b l e , i t i s c o n v e n i e n t t o 
c l a s s i f y t h e p r o b l e m s c o n s i d e r e d a s f o l l o w s : 
C l a s s I , C o n s t a n t - c o e f f i c i e n t l i n e a r p l a n t s 
o p t i m i z e d o v e r a n i n f i n i t e t i m e i n t e r v a l . 
C l a s s I I , C o n s t a n t - c o e f f i c i e n t l i n e a r p l a n t s 
o p t i m i z e d o v e r a f i n i t e t i m e i n t e r v a l . 
C l a s s I I I . N o n - l i n e a r p l a n t s o p t i m i z e d o v e r a 
f i n i t e t i m e i n t e r v a l . 
T h e c o n c l u s i o n s a s t o t h e u s e f u l n e s s o f t h e q u a d r a t i c I P i n 
d e s i g n i n g c o n t r o l l e r s may now b e g i v e n f o r t h e t h r e e 
c l a s s e s o f p l a n t s c o n s i d e r e d . . 
F o r t h e C l a s s I p r o b l e m s i t w a s p o s s i b l e t o s h o w t h a t 
w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s f o r t h e q u a d r a t i c I P c o u l d b e c h o s e n 
b y s p e c i f y i n g t h e r o o t s o f t h e c h a r a c t e r i s t i c s e q u a t i o n o f 
t h e f i n a l s y s t e m . H o w e v e r , i f t h e s e r o o t s a r e t o b e 
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s p e c i f i e d , i t i s s e n s e l e s s t o d e a l w i t h a n y I P , f o r t h e f o r m 
o f t h e c o n t r o l l e r i s d e t e r m i n e d by t h e s e r o o t s a n d t h e 
c o e f f i c i e n t s o f t h e p l a n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n . T h e r e f o r e , 
i f t h e d e s i g n e r h a s n o a p r i o r i m e t h o d o f s e l e c t i n g w e i g h t i n g 
c o e f f i c i e n t s , t h e u s e o f t h e q u a d r a t i c I P i n p r o b l e m s o f 
C l a s s I i s o f n o v a l u e w h a t s o e v e r . H o w e v e r , i f a n a p r i o r i 
m e t h o d o f s e l e c t i n g t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s w e r e a v a i l a b l e , 
t h e n t h e r e s u l t s o f C h a p t e r I I c o u l d b e u s e d t o d e t e r m i n e t h e 
r e q u i r e d c o n t r o l a s a f u n c t i o n o f t h e s t a t e v a r i a b l e s . T h e 
p h r a s e n a p r i o r i m e t h o d o f s e l e c t i n g w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s " 
m e a n s h e r e t h a t t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s may b e s e l e c t e d 
w i t h o u t c o n s i d e r a t i o n o f t h e p l a n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n o r 
o f t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e c o n t r o l l e r . 
t h e p r o b l e m s i n c l u d e d i n C l a s s I I , t h e c o n c l u s i o n s a s t o t h e 
u s e f u l n e s s o f t h e q u a d r a t i c I P a s a d e s i g n t o o l f o r t h i s 
c l a s s o f p r o b l e m s m u s t b e s o m e w h a t l e s s d e f i n i t e t h a n t h e 
c o n c l u s i o n s f o r C l a s s I p r o b l e m s . C o m p a r i s o n o f t h e t r a n ­
s i e n t r e s p o n s e s o f t h e o p t i m u m s y s t e m s i n d i c a t e s t h a t , f o r 
a p p r o a c h t h e c o r r e s p o n d i n g c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s y s t e m 
r e s p o n s e a s Q i s i n c r e a s e d . As Q b e c o m e s s m a l l , t h e o p t i m u m 
s y s t e m r e s p o n s e d e p a r t s s i g n i f i c a n t l y f r o m t h e c o r r e s p o n d i n g 
c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s y s t e m r e s p o n s e . T h e s e s m a l l v a l u e s o f 
S i n c e o n l y s e c o n d - o r d e r p l a n t s w e r e c o n s i d e r e d f r o m 
a l l v a l u e s o f t h e o p t i m u m s y s t e m r e s p o n s e t e n d s t o 
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Q r e s u l t i n i m p r o v e d p e r f o r m a n c e i n s o f a r a s r e d u c e d o v e r ­
s h o o t a n d r i s e t i m e a r e c o n c e r n e d . H o w e v e r , t h e s e s m a l l 
v a l u e s o f Q m a y r e q u i r e i m p o s s i b l y l a r g e c o n t r o l e f f o r t . 
T h e e f f e c t o f Q u p o n t h e m a g n i t u d e o f c o n t r o l e f f o r t s h o u l d 
b e i n v e s t i g a t e d f u r t h e r . 
I n t e r m s o f e r r o r a t t h e f i n a l t i m e T , t h e o p t i m u m 
s y s t e m r e s u l t s i n z e r o e r r o r w h i l e t h e c o n s t a n t c o e f f i c i e n t 
s y s t e m a l w a y s h a s s o m e e r r o r a t t i m e T . T h e o p t i m u m s y s t e m 
r e s p o n s e i s t h e r e f o r e s u p e r i o r t o t h e c o n s t a n t c o e f f i c i e n t 
s y s t e m r e s p o n s e i n s o f a r a s f i n a l e r r o r i s c o n c e r n e d . T h i s 
i s t r u e f o r a l l v a l u e s o f Q a n d ^ . H o w e v e r , f o r l a r g e Q t h e 
c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s y s t e m e r r o r a t t i m e T i s s m a l l c o m ­
p a r e d t o t h e i n i t i a l e r r o r , a n d f o r s o m e a p p l i c a t i o n s t h e 
c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s y s t e m m a y b e a c c e p t a b l e . 
T h e o b s e r v a t i o n s a b o v e l e a d t o t h e c o n c l u s i o n t h a t 
s m a l l v a l u e s o f Q m u s t b e s p e c i f i e d i f t h e o p t i m u m s y s t e m 
p e r f o r m a n c e i s t o d i f f e r s i g n i f i c a n t l y f r o m t h e p e r f o r m a n c e 
o f t h e c o r r e s p o n d i n g c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s y s t e m . H o w e v e r , 
s e l e c t i o n o f s m a l l Q v a l u e s m a y r e s u l t i n e x c e s s i v e c o n t r o l 
e f f o r t r e q u i r e m e n t s . 
T h e c o n c l u s i o n s t h a t c a n b e r e a c h e d r e g a r d i n g p r o b ­
l e m s o f C l a s s I I I m u s t n e c e s s a r i l y b e l e s s g e n e r a l t h a n t h e 
c o n c l u s i o n s t h a t c o u l d b e r e a c h e d f o r p r o b l e m s o f C l a s s e s I 
a n d I I , b e c a u s e o f t h e w e l l k n o w n f a c t t h a t i t i s n o t 
73 
p o s s i b l e t o d r a w g e n e r a l c o n c l u s i o n s a p p l i c a b l e t o a l l n o n ­
l i n e a r s y s t e m s . I n f a c t , t h e c o n c l u s i o n s t o b e d r a w n f r o m 
t h e r e s u l t s o f t h e s t u d y o f C l a s s I I I s y s t e m s m u s t b e l i m i t e d 
t o t h e p a r t i c u l a r s y s t e m s t u d i e d . I t s h o u l d a l s o b e k e p t 
i n m i n d d u r i n g t h e d i s c u s s i o n o f t h e s e r e s u l t s t h a t t h e 
r e s u l t i n g s y s t e m p e r f o r m a n c e d e p e n d s t o a l a r g e d e g r e e u p o n 
t h e m e t h o d u s e d i n s e l e c t i n g t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s a n d 
t h a t a n y c r i t i q u e o f t h e r e s u l t s o f t h e d e s i g n p r o c e d u r e 
m u s t n e c e s s a r i l y b e a c r i t i q u e o f t h e w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t 
s e l e c t i o n m e t h o d a s w e l l a s o f t h e I P i t s e l f . 
T h e a p p l i c a t i o n o f a q u a d r a t i c I P t o a n o n - l i n e a r 
p l a n t r e s u l t e d i n a s y s t e m w h o s e t r a n s i e n t r e s p o n s e w a s 
r e a s o n a b l e , a t l e a s t . T h e r e f o r e , i t c a n b e c o n c l u d e d t h a t 
t h e a p p l i c a t i o n o f a q u a d r a t i c I P t o t h e p r o b l e m o f C l a s s 
I I I c o n s i d e r e d , u s i n g t h e s u g g e s t e d m e t h o d o f s e l e c t i n g t h e 
w e i g h t i n g c o e f f i c i e n t s , r e s u l t s i n a n o v e r a l l s y s t e m w h o s e 
t r a n s i e n t r e s p o n s e i s s a t i s f a c t o r y . H o w e v e r , i t w a s p o s s i ­
b l e t o g i v e a n a l t e r n a t e d e s i g n w h i c h p r o d u c e d e q u a l l y 
s a t i s f a c t o r y r e s p o n s e f o r t h e e x a m p l e o f a C l a s s I I I p r o b l e m . 
T h e a l t e r n a t e d e s i g n m e t h o d a p p l i e d t o t h i s e x a m p l e r e s u l t e d 
i n a c o n t r o l l e r t h a t w o u l d b e l e s s c o s t l y t h a n t h e " o p t i m u m " 
c o n t r o l l e r , a n d t h e r e f o r e s u p e r i o r t o t h e " o p t i m u m " c o n ­
t r o l l e r . H o w e v e r , t h e f a c t t h a t t h e t w o m e t h o d s p r o d u c e d 
e s s e n t i a l l y e q u i v a l e n t r e s p o n s e s a n d c o n t r o l f u n c t i o n s c o u l d 
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w e l l b e d u e t o t h e n a t u r e o f t h i s p a r t i c u l a r p r o b l e m , a n d 
t h i s r e s u l t c a n n o t b e e x t e n d e d t o o t h e r p r o b l e m s o f C l a s s 
I I I a t t h i s t i m e . T h e f i n a l c o n c l u s i o n f o r p r o b l e m s o f 
C l a s s I I I i s t h e n t h a t t h e q u a d r a t i c I P c a n r e s u l t i n a n 
a c c e p t a b l e o v e r a l l s y s t e m d e s i g n , b u t t h a t f u r t h e r s t u d y i s 
n e e d e d b e f o r e a n y d e f i n i t e r e c o m m e n d a t i o n s c a n b e m a d e r e ­
g a r d i n g t h e u s e f u l n e s s o f t h i s I P a s a d e s i g n t o o l f o r t h i s 
c l a s s o f p r o b l e m s . 
T h e c o n c l u s i o n s r e a c h e d t h u s f a r l e a d t o t h e f o l l o w ­
i n g r e c o m m e n d a t i o n s f o r f u r t h e r s t u d y . F i r s t , a n a t t e m p t 
s h o u l d b e m a d e t o f i n d m e t h o d s o f s p e c i f y i n g w e i g h t i n g 
c o e f f i c i e n t s f o r t h e q u a d r a t i c I P i n s o m e a p r i o r i m a n n e r . 
I f s u c h m e t h o d s w e r e a v a i l a b l e , t h e q u a d r a t i c I P w o u l d b e 
a n i n v a l u a b l e d e s i g n t o o l . S e c o n d , a s t u d y o f t h e q u a d ­
r a t i c I P a p p l i e d t o s y s t e m s d e s c r i b e d b y c o u p l e d l i n e a r 
c o n s t a n t c o e f f i c i e n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h m u l t i p l e 
i n p u t v a r i a b l e s w o u l d b e a n a t u r a l e x t e n s i o n o f t h e r e s u l t s 
o f C h a p t e r I I , A s t u d y o f C l a s s I I p r o b l e m s i n w h i c h t h e 
o r d e r o f t h e p l a n t d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i s g r e a t e r t h a n 
t w o s h o u l d a l s o f o e c a r r i e d o u t , s i n c e t h e c o n c l u s i o n s 
d r a w n f o r C l a s s I I p r o b l e m s w e r e b a s e d o n r e s u l t s f o r s e c o n d 
o r d e r s y s t e m s o n l y , A s t u d y o f p l a n t s d e s c r i b e d b y l i n e a r 
d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s w i t h t i m e - v a r y i n g c o e f f i c i e n t s w o u l d 
b e d e s i r a b l e . T h i s t y p e o f p l a n t c o u l d b e s t u d i e d f r o m a 
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T H E O R E T I C A L P O I N T O F V I E W , O R S O M E P A R T I C U L A R D E S I G N P R O B ­
L E M S C O U L D B E S O L V E D U S I N G T H E Q U A D R A T I C I P W I T H W E I G H T I N G 
C O E F F I C I E N T S S E L E C T E D I N S O M E R E A S O N A B L E M A N N E R . F I N A L L Y , 
N O N - L I N E A R P L A N T D E S E R V E A G R E A T D E A L M O R E S T U D Y B E C A U S E O F 
T H E I R F R E Q U E N T O C C U R R E N C E A N D O F T H E D E S I G N D I F F I C U L T I E S 
T H A T T H E Y P R E S E N T . S P E C I F I C A L L Y , D E S I G N O F C O N T R O L L E R S F O R 
S O M E E X I S T I N G N O N - L I N E A R P L A N T S C O U L D B E C A R R I E D O U T A N D 
E V A L U A T E D . 
A P P E N D I X A 
A U X I L I A R Y M A T H E M A T I C A L R E S U L T S 
P R O O F T H A T A - \ I = A + \ I 
C O N S I D E R T H E 2 N X 2 N P A R T I T I O N E D M A T R I X 
A = 
B D 
C - B 
( A . 1 ) 
W H E R E T H E S U F O M A T R I C E S B , C , D , A N D - B A R E N X N M A T R I C E S . 
L E T C A N D D B E S Y M M E T R I C M A T R I C E S . T H E N 
C T - C ( A . 2 ) 
D T _ D 
W H E R E C D E N O T E S T H E T R A N S P O S E O F C . T H E C H A R A C T E R I S T I C 
E Q U A T I O N O F A M A Y B E W R I T T E N 
A - \ I = [ o ] ( A . 3 ) 
T H I S E Q U A T I O N M A Y B E W R I T T E N I N T H E F O R M 
F ( \ ) = 
B - X I 
C - B T - \ I 
( A . 4 ) 
= 0 
7 7 
R E P L A C I N G X B Y - X I N ( A . 4 ) G I V E S 
B + \ I ( A , 5 ) 
F < - \ ) = A + \ I 
- B A + \ I , 
F I R S T , I N T E R C H A N G E T H E F I R S T A N D S E C O N D C O L U M N S T O G E T 
F ( - \ ) = ( - L ) N 
B+\ I 
- B ' A + \ I 
( A . 6 ) 
I N T E R C H A N G E T H E R O W S O F ( A . 6 ) T O O B T A I N 
F ( - \ ) = ( - 1 ) 2 N 
• B T + X I 
D B + \ I 
( A . 7 ) 
N E X T , T R A N S P O S E ( A . 7 ) A N D C H A N G E T H E S I G N O F T H E F I R S T 
C O L U M N O F T H E R E S U L T I N G D E T E R M I N A N T T O G E T 
f ( - X ) = ( - l ) n 
B - X I D T 
- c T B t + Xi 
( A . 8 ) 
F I N A L L Y , C H A N G E T H E S I G N O F T H E S E C O N D R O W , A N D R E P L A C E C 
A N D D T B Y C A N D D , R E S P E C T I V E L Y . T H E R E S U L T I S 
B - X I 
f ( - X ) = | A + X I | = ( - D 
2 N 
D 
- B T - X I 
( A . 9 ) 
7 8 
W H I C H I S I D E N T I C A L T O E Q U A T I O N ( A . 4 ) . T H E R E F O R E 
I A + XII = | A - XI 1 ( A . 1 0 ) 
F ( - X ) = F (X) 
F O R A N Y M A T R I X A S A T I S F Y I N G ( A . L ) A N D ( A . 2 ) . 
S I N C E F (X ) I S A N E V E N P O L Y N O M I A L , I T F O L L O W S T H A T 
O N L Y E V E N P O W E R S O F X O C C U R I N F ( X ) . I T T H E N F O L L O W S T H A T 
T H E R O O T S O F F (X) = 0 O C C U R I N O P P O S I T E L Y S I G N E D P A I R S . 
T H E M A T R I X F U N C T I O N E A T 
T H E M A T R I X F U N C T I O N E A T I S B Y D E F I N I T I O N 
E
A T = 1 + A T + 7 T T 2 + • • • ( A . 1 1 ) 
2 ! 
+ T K + 
k I 
H O W E V E R , I T I S P O S S I B L E T O D E T E R M I N E A C L O S E D F O R M O F E A ^ B Y 
U S I N G T H E C A Y L E Y - H A M I 1 T O N T H E O R E M . A N A L G O R I T H M F O R C O M P U T ­
I N G T H E C L O S E D F O R M O F E A T I S D E R I V E D B Y M A C M I L L A N I N 
R E F E R E N C E 2 4 . T H E R E S U L T S O F M A C M I H A N ' S D E R I V A T I O N A R E 
G I V E N B E L O W . D E F I N E T H E M A T R I X F U N C T I O N A ^ B Y 
A ± - A - X i I ( I = 1 , 2 , R ) ( A . 1 2 ) 
W H E R E R I S T H E N U M B E R O F D I S T I N C T E I G E N V A L U E S , X±t O F A . 
T H E M A T R I X F U N C T I O N S R ( A ^ ) A R E 
R 
R ( A A ) = R R 1 A M J ( J * I ) 
W H E R E M J I S T H E M U L T I P L I C I T Y O F T H E J T H E I G E N V A L U E O F 
T H E A L G E B R A I C F U N C T I O N S S J ^ C J I ) A R E D E F I N E D B Y 
R 
T T 1 1 , 
S I C P . ) = >< ( L L - \ I ) I N J ( J * I > 
1 = 1 R J 
( I , J = 1 , 2 , • • • , R ) 
M A C M I L L A N H A S S H O W N T H A T E ^ * I S G I V E N B Y 
R 
E A T = Y, E ^ 1 ' T ' R ( A I ) { [ I + F F C T + D j j t ) + 
I = 1 
W H E R E DJJ, S I G N I F I E S D I F F E R E N T I A T I O N W I T H R E S P E C T T O JJL . 
A P P E N D I X B 
A L G E B R A F O R F I N I T E T I M E I N T E R V A L E X A M P L E 
T H E A L G E B R A I C S O L U T I O N O F E Q U A T I O N ( 5 5 ) F O R T H E C A S E 
O F A S E C O N D O R D E R P L A N T W I T H A L L E I G E N V A L U E S O F A D I S T I N C T 
I S P R E S E N T E D H E R E . T H E M A T R I X F U N C T I O N S AJ_ A N D R ( A J _ ) A N D T H E 
A L G E B R A I C F U N C T I O N S I C p , ) A R E D E F I N E D I N A P P E N D I X A , 
T H E C H A R A C T E R I S T I C E Q U A T I O N O F T H E M A T R I X A F O R A 
S E C O N D O R D E R P L A N T I S 
X 4 - ( B | + C 2 - 2 b x ) X 2 + ( T > I + C L ) = 0 ( B . L ) 
T H E M ^ A R E 
2 
U 1 = bj_ + c ± ( B . 2 ) 
2 
M 2 = B 2 + C 2 - 2 b i 
S I N C E T H E R O O T S O F ( B . L ) O C C U R I N O P P O S I T E L Y S I G N E D P A I R S , 
I T I S C O N V E N I E N T T O A D O P T T H E N O T A T I O N 
A j = A -X j I ( B . 3 ) 
hzj ~ A + X j l ( J = 1 , 2 , • • • , § ) 
W H E R E R I S T H E T O T A L N U M B E R O F D I S T I N C T E I G E N V A L U E S O F A . 
T H E R ( A I ) M A Y B E R E D E F I N E D A S 
8 1 
R / 2 
R ( A J ) = A _ J 7 T 1 ( A _ ^ A ^ ) M ^ ( B . 4 ) 
1 = 1 
I ± J 
T H E C O M M U T A T I V E P R O P E R T I E S O F A W I T H I T S E L F A N D W I T H I A L L O W 
A _ ^ A ^ T O B E W R I T T E N 
A _ ^ A ^ = ( A + \ ^ I ) ( A - X ^ D ( B . 5 ) 
= A 2 - \ 2 I 
F O R T H E C A S E W H E N A L L E I G E N V A L U E S A R E D I S T I N C T ( F O R T H E 
S E C O N D O R D E R S Y S T E M ) 
R ( A ] _ ) ' = ( A + X ^ I ) ( A 2 - \ 2 I ) ( B . 6 ) 
R ( A _ 1 ) = ( A - X 1 I ) ( A 2 - X 2 D 
R ( A « ) = ( A + X O L ) ( A 2 - X ? I ) 
R ( A _ 2 ) = ( A - \ 2 I ) ( A 2 - \ 2 I ) 
E X A M I N A T I O N O F T H E R E L A T I O N S ( B . 6 ) I N D I C A T E S T H A T 
R C A . P = R ( A L ) X ^ _ X I ( B . 7 ) 
R ( A 2 ) + R ( A L ) X ^ 2 
R ( A _ 2 ) - > H ( A L > X 
T H E S E R E L A T I O N S R E D U C E C O N S I D E R A B L Y T H E L A B O R R E Q U I R E D I N 
T H E C A L C U L A T I O N O F T H E R ( A ^ ) , B E C A U S E O N C E R ( A ^ ) H A S B E E N 
D E T E R M I N E D , T H E O T H E R R ( A ^ ) M A Y B E W R I T T E N I M M E D I A T E L Y B Y 
M A K I N G T H E I N T E R C H A N G E S I N D I C A T E D I N E Q U A T I O N ( B . 7 ) 
I T C A N A L S O B E S H O W N T H A T 
8 2 
( B . 8 ) 
E X P A N D I N G R ( A ^ ) G I V E S 
( B , 9 ) 





- 1 B 2 
C B . I O ) 
T H E C I A N D C 2 T E R M S C A N B E E L I M I N A T E D B Y N O T I N G T H A T T H E 
R O O T S O F E Q U A T I O N ( B , 1 ) A R E R E L A T E D T O T H E C O E F F I C I E N T S O F 
( B . L ) B Y 
X 1 A. 2 B 2 + C 
= B | + C 2 - 2 B I 
r s . I I ) 
E L I M I N A T I N G A N D C 2 F R O M A G I V E S 
8 3 
A = 
- b i 
X 2 X 2 - b 2 o 
o \ 2 
- b 2 + 2 b x 
- 1 
0 | ( B . 1 2 ) 
E v a l u a t i o n o f e q u a t i o n ( B , 9 ) y i e l d s f o r t h e f i r s t t w o r o w s 
o f R ( A X ) 
2 2 
b l b 2 " X 1 ( b 1 + \ 2 ) \ 1 . + b 1 - \ 1 b 2 - 1 \ 1 
\ ± ^ b 1 b 2 - \ 1 i \ i 1 + \ ^ X 1 ( X 1 + b 1 - X 1 b 2 ) - \ 1 \ 2 
( B . 1 3 ) 
R e f e r e n c e t o e q u a t i o n ( 5 1 ) i n d i c a t e s t h a t o n l y t h e f i r s t n 
r o w s o f e A i ; a r e n e e d e d f o r t h e s o l u t i o n o f t h e p r o b l e m b e i n g 
c o n s i d e r e d . 
D e f i n e t h e n x n s u b m a t r i c e s R-^J^(A^) b y 
R ( A i ) = 
R l l < A i > R l 2 < A i > 
| _ R 2 1 ( A j L ) R 2 2 ( A i ) 
( B . 1 4 ) 






The submatrices <3? ]_ ]_ ( T-T ) and £ i2 (T-'r ) become 







+S2[p12(A2)e \ 2 ( T - T ) ~Pl2(A-2)e - X 2 C T - T ) 
-XiCT-T) Xisl[pl2(Al)'eX;L(T"T.) + Pl2<A-l)e "'1 
+X2S2[p12(A2)eX2(T-T)+pi2(A_2)e-\2(T-T)] 
8 5 
0 1 2 ( T ~ ^ ) -
S L [ E X L ( T - ^ ) _ E - X 1 ( T - T ) ] 
• S , [ E 
A L S L [ E ^ ( T - T ) + E - X L ( T - T ) ] 
- X 2 S 2 [ E X 2 ( T - ^ ) + E - \ 2 ( T - T ) ] 
\ 2 C T - T ) + E - \ 2 < T - T ) 
X 2 S L [ E ^ L < T - ^ ) . E - X L C T - T ) ] 
+ \ 2 S 2 [ E X 2 < T - ^ ) . E - \ 2 < T - T ) ] 
W H E 
( B . 1 7 ) 
( B . 1 8 ) R E S l = S 1 ( ^ ) ^ X i 
S 2 = S 2 ( T I ) F J L = X > 2 
T H E C O S T A T E V E C T O R P ~ ( T ) M A Y N O W B E D E T E R M I N E D B Y E V A L U A T I N G 
E Q U A T I O N ( 5 0 ) , H O W E V E R , O N L Y P N ( T ) I S N E E D E D T O D E T E R M I N E 
U ( T ) . T H E L A B O R I N V O L V E D M A Y B E R E D U C E D A C C O R D I N G L Y . A P P L Y I N G 
C R A M E R * S R U L E T O E Q U A T I O N ( 5 0 ) R E S U L T S I N 
P - 2 
¥ L ^ 2 
$ 1 2 ' 
( B . 1 9 ) 
T H W H E R E I S T H E M A T R I X F O R M E D B Y R E P L A C I N G T H E N B " C O L U M N O F 
£ > 1 2 W I T H T H E I T H C O L U M N O F 
T H E M A T R I C E S ^ ± A N D ^ 2 A R E 
8 6 
1 1 -
- S 1 [ E ^ I ( T - T ) - E ~ X L ( T - T > J 
- S 2 [ E X 2 ( T - T > - E ~ X 2 ( T - T ) J 
- S 1 X 1 [ E ^ L ( T - T ) + E - \ 1 ( T - T ) - 1 
- S 2 } , 2 [ E X 2 ( T - T ) + E - X 2 ( T - T ) ] 
( B . 2 0 ) 
S 1 [ P 1 1 ( A 1 ) e ^ ( T - > - P 1 1 ( A . 1 ) e - ^ ( T - > ] 
X 2 ( T " T > - P I L < A - 2 > e - X 2 ( T " T ) ] 
^ S 2 [ P L L ( A 2 ) E ^ ( T - T ) + P I I ( A ^ ) E _ X 2 ( T ^ ^ 
- S 1 [ E X L ( T - T ) _ E - \ I ( T - T ) - J 
- S 2 [ E ^ 2 ( T - T ) _ E - X . 2 ( T _ T ) J 
- X 1 S 1 [ e X l ( T - T V E ' " X I ( T - ^ > ] 
- X 2 S 2 [ E X 2 ( T - T ) + E - X 2 ( T . T ) J 
( B . 2 1 ) 
FIL[p12CA1>E^L^-T> 
P l 2 ( A - I > E M T T - T ) 
+ S 2 r p l 2 C A 2 ) E X 2 ( T - T ) 
2 - p l 2 ^ A - 2 ) E ^ 2 ( T - T ) J 
1 + P l 2 C A . 1 ) E ~ A - L ( T ^ > J 
+ A - 2 S 2 t P i 2 ( A 2 ) E X 2 ( T - T ) 
B Y W R I T I N G 
87 
\ , = CO + i V l - A 2 TO ( B . 2 2 ) 
•* N 
\ 2 = c o n ~ i Y l ^ •2 
t h e d e t e r m i n a n t s j 4/l ] » j^l/2! , a n d j < £ I 2 | m a v b e e v a l u a t e d t o 
y i e l d 
• 1 1 8 £ 2 C 0 n 2 ( l - ^ 2 ) ^ 0 ) N 2 S 
c o s h [ 2 ^ A ) N ( T - T ) ] - ^ 2 ( 1 + ~ | ) C O S [ 2 V l - ^ 2 C O N < T - T ) ] } 
1 ^ 1 =8 £ 2 a J ( l » £ 2 ) S " Sr ( l f ) G O S H [ 2 £ A > N < T - T ) ] C B . 2 4 ) 
£ 2 C O S [ 2" V l - ^ 2 C 0 N ( T - T ) J + 2 ^ (l-£ 2) S L N H [ 2 ^ N ( T - T ) ] 
- 2 ^ V T - £ 2 S I N [ 2 ^ V 5 ^ C O N ( T - T ) ] } 
1 1 I 
= 8 ^ 2 C O 4 ( 1 _ ^ 2 ) { ( L - ^ 2 ) C O S H [ 2 ^ C D N ( T - T ) ] ( B . 2 5 ) 
+ ^ 2 C O S R 2 nlZ-l^ C O N ( T - T ) ] - i ] 
T H E E Q U A T I O N O F T H E C O N T R O L L E R M A Y B E D E T E R M I N E D B Y S U B S T I ­
T U T I N G E Q U A T I O N S ( B . 2 3 ) , ( B . 2 4 ) , A N D ( B . 2 5 ) I N T O E Q U A T I O N 
( B . 1 9 ) . T H E S E E Q U A T I O N S A R E V A L I D F O R T H O S E C A S E S I N W H I C H 
T H E M A T R I X A H A S O N L Y D I S T I N C T E I G E N V A L U E S . 
L I T E R A T U R E C I T E D 
1 . R . E . K A L M A N A N D J . E . B E R T R A M , " C O N T R O L S Y S T E M A N A L Y S I S 
A N D D E S I G N V I A T H E S E C O N D M E T H O D O F L Y A P U N O V , I , C O N ­
T I N U O U S - T I M E S Y S T E M , " A M E R I C A N S O C I E T Y O F M E C H A N I C A 1 
E N G I N E E R S . J O U R N A L O F B A S I C E N G I N E E R I N G . V O L . 8 2 , N O . 2 , 
J U N E , 1 9 6 0 , P P . 3 7 1 - 3 9 3 . 
2 . E . J . R O U T H , D Y N A M I C S O F A_ S Y S T E M O F R I G I D B O D I E S . 
A D V A N C E D P A R T , S I X T H E D I T I O N , D O V E R P U B L I C A T I O N S , I N C . , 
N E W Y O R K , 1 9 5 5 . 
3 . H , N Y Q U I S T , " R E G E N E R A T I O N T H E O R Y , " B E L L S Y S T E M T E C H N I C A L 
J O U R N A L . J A N U A R Y , 1 9 3 2 . 
4 . A . M . L Y A P U N O V , " P R O B L E M E G E N E R A L D E L A S T A B I L I T E D U 
M O U V E M E N T , " A N N A L E S D E L A F A C U 1 1 E D E S S C I E N C E S D E 
T O U L O U S E . S E C O N D S E R I E S , V O L . 9 , 1 9 0 7 , P P . 2 0 3 - 4 7 4 . 
5 . J . E . G I B S O N , " H O W T O S P E C I F Y T H E P E R F O R M A N C E O F C L O S E D 
L O O P S Y S T E M S , " C O N T R O L E N G I N E E R I N G . V O L , 3 , P P . 1 2 2 - 1 2 9 , 
S E P T E M B E R , 1 9 5 6 . 
6 . H . W . B O D E , N E T W O R K A N A L V S I S A N D F E E D B A C K A M P 1 I F I E R 
D E S I G N , D , V A N N O S T R A N D C O M P A N Y , I N C . , P R I N C E T O N , N . J . , 
1 9 4 5 . 
A . C , H A L L , T H E A N A 1 Y S I S A N D S Y N T H E S I S O F L I N E A R 
S E R V O M E C H A N I S M S . T H E T E C H N O L O G Y P R E S S , M A S S A C H U S E T T S 
I N S T I T U T E O F T E C H N O L O G Y , C A M B R I D G E , M A S S . , 1 9 4 3 . 
D . G R A H A M A N D R . C , L A T H R O P , " T H E S Y N T H E S I S O F ' O P T I M U M ' 
T R A N S I E N T R E S P O N S E : C R I T E R I A A N D S T A N D A R D F O R M S , " 
T R A N S A E T I O N S O F T H E A M E R I C A N I N S T I T U T E O F E L E C T R I C A L 
E N G I N E E R S F V O L . 7 2 , P T . 2 , P P , 2 7 8 - 2 8 8 , N O V E M B E R , 1 9 5 3 . 
J , H . W E S T C O T T , " T H E M I N I M U M - M O M E N T - O F - E R R O R - S Q U A R E D 
C R I T E R I O N : A N E W P E R F O R M A N C E C R I T E R I O N F O R S E R V O S , " 
P R O C E E D I N G S , I N S T I T U T E O F E L E C T R I C A L E N G I N E E R S , V O L . 
1 0 1 , P P . 4 7 1 - 4 8 0 , O C T O B E R , 1 9 5 4 , 
1 0 . R , E , K A L M A N A N D R . W . K O E P K E , " O P T I M A L S Y N T H E S I S O F 
L I N E A R S A M P L I N G S Y S T E M S U S I N G G E N E R A L I Z E D P E R F O R M A N C E 
8 9 
I n d e x e s , " T r a n s a c t i o n s A S M E . V o l . 8 0 , p p . 1 8 2 0 - 1 8 2 6 , 
N o v e m b e r , 1 9 5 8 . 
1 1 . G . J . M u r p h y a n d N . T . B o l d , " O p t i m i z a t i o n B a s e d o n a 
S q u a r e - E r r o r C r i t e r i o n w i t h a n A r b i t r a r y W e i g h t i n g 
F u n c t i o n , " I n s t i t u t e o f R a d i o E n g i n e e r s T r a n s a c t i o n s o n 
A u t o m a t i c C o n t r o l s . v o l . A C - 5 , p p , 2 4 - 3 0 , J a n u a r y , 1 9 6 0 . 
1 2 . Z . V . R e k a s i u s , " A G e n e r a l P e r f o r m a n c e I n d e x f o r 
A n a l y t i c a l D e s i g n o f C o n t r o l S y s t e m s , " I R E T r a n s a c t i o n s 
o n A u t o m a t i c C o n t r o l , V o l , A C - 6 , M a y , 1 9 6 1 . 
1 3 . W . C , S c h u l t z a n d V . C . R i d e o u t , " C o n t r o l S y s t e m P e r ­
f o r m a n c e M e a s u r e s , P a s t , P r e s e n t a n d F u t u r e , " I R E 
T r a n s a c t i o n s o n A u t o m a t i c C o n t r o l . F e b r u a r y , 1 9 6 1 . 
1 4 . J . W o l k v i t c h , R a y M a g d a l e n o , D . M c R u e r , D . G r a h a m a n d 
J . M c D o n n e l l , " P e r f o r m a n c e C r i t e r i a f o r L i n e a r C o n s t a n t -
C o e f f i c i e n t S y s t e m s w i t h D e t e r m i n i s t i c I n p u t s , " A S D - T R -
6 1 - 5 0 1 . F e b r u a r y , 1 9 6 2 . 
1 5 . R . E . K a l m a n , " W h e n I s a L i n e a r C o n t r o l S y s t e m O p t i m a l ? " 
P r e p r i n t s o f T e c h n i c a l P a p e r s f F o u r t h J o i n t A u t o m a t i c 
C o n t r o l C o n f e r e n c e , J u n e , 1 9 6 3 . 
1 6 . C . W . M e r r i a m I I I , O p t i m i z a t i o n T h e o r y a n d t h e D e s i g n o f 
F e e d b a c k C o n t r o l S y s t e m s . M c G r a w - H i l l , N e w Y o r k , 1 9 6 4 . 
1 7 . L . S , P o n t r y a g i n , e t a l , , T h e M a t h e m a t i c a l T h e o r y o f 
O p t i m a l P r o c e s s e s . I n t e r s c i e n c e P u b l i s h e r s , 1 9 6 2 , 
1 8 . G , C o l l i n a a n d P . D o r a t o , " A p p l i c a t i o n o f P o n t r y a g i n ' s 
M a x i m u m P r i n c i p l e : L i n e a r C o n t r o l S y s t e m s , " 
P o l y t e c h n i c I n s t i t u t e o f B r o o k l y n R e s e a r c h R e p o r t N o . 
P I B M R I - 1 0 1 5 - 6 2 . 
1 9 . W , H u r e w i c z , L e c t u r e s o n O r d i n a r y P i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s . 
T h e M . I . T . P r e s s , M a s s a c h u s e t t s I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y , 
C a m b r i d g e , M a s s . , 1 9 5 8 . 
2 0 . C h a n g , J e n - W e i , " A P r o b l e m i n t h e S y n t h e s i s o f O p t i m a l 
S y s t e m s U s i n g M a x i m u m P r i n c i p l e , " A u t o m a t i k a i_ 
T e l e m e k h a n i k a ( E n g l i s h T r a n s l a t i o n ) v o l . 2 2 , N o . 1 0 , 
O c t o b e r , 1 9 6 1 . 
2 1 . M . M a r d e n , T h e G e o m e t r y o f t h e Z e r o s . A m e r i c a n M a t h e ­
m a t i c a l S o c i e t y , N e w Y o r k , 1 9 4 9 . 
9 0 
2 2 . E . A . G u i l l e r a i n , S y n t h e s i s o f P a s s i v e N e t w o r k s , J o h n 
W i l e y a n d S o n s , I n c . , N e w Y o r k , 1 9 5 7 . 
2 3 , E . A , C o d d i n g t o n a n d N „ L e v i n s o n , T h e o r y o f O r d i n a r y 
P i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s . M c G r a w - H i l l B o o k C o m p a n y , I n c 
N e w Y o r k , 1 9 5 5 . 
2 4 . W. D , M a c M i l l a n , D y n a m i c s o f R i g i d B o d i e s , D o v e r P u b l i c a ­
t i o n s , I n c . , N e w Y o r k , 1 9 6 0 , 
9 1 
V I T A 
C h a r l e s J a m e s B e l l , J r . w a s b o r n i n G r e e n w o o d , 
M i s s i s s i p p i , o n J a n u a r y 8 , 1 9 2 5 . H i s p a r e n t s a r e C h a r l e s 
J a m e s B e l l , S r . a n d M a r y G a r r o t t B e l l . H e a t t e n d e d t h e 
G r e e n w o o d , M i s s i s s i p p i , C i t y S c h o o l s , g r a d u a t i n g i n 1 9 4 2 . 
A f t e r o n e y e a r a t M i s s i s s i p p i S t a t e U n i v e r s i t y , h e e n t e r e d 
t h e U . S , A r m y A i r F o r c e i n w h i c h h e r e m a i n e d u n t i l D e c e m b e r 
1 9 4 5 . 
H e r e t u r n e d t o M i s s i s s i p p i S t a t e U n i v e r s i t y i n 1 9 4 6 
a n d r e c e i v e d h i s B . S . i n M e c h a n i c a l E n g i n e e r i n g t h e r e i n 
1 9 4 9 . 
U p o n g r a d u a t i o n h e e n t e r e d h i s f a m i l y * s l a n d s c a p e 
b u s i n e s s . H e r e m a i n e d i n t h i s b u s i n e s s u n t i l J a n u a r y , 1 9 5 1 , 
w h e n h e w a s c a l l e d t o a c t i v e m i l i t a r y d u t y w i t h t h e 3 1 s t 
I n f a n t r y D i v i s i o n . U p o n r e l e a s e f r o m a c t i v e d u t y h e w o r k e d 
f o r a f e w m o n t h s f o r t h e c o n s t r u c t i o n d i v i s i o n o f D u P o n t . 
I n A p r i l , 1 9 5 3 , h e r e t u r n e d t o t h e f a m i l y b u s i n e s s w h e r e h e 
r e m a i n e d u n t i l t h e b u s i n e s s w a s s o l d i n 1 9 5 8 , H e t h e n w a s 
e m p l o y e d a s a n i n s t r u c t o r a t M i s s i s s i p p i S t a t e U n i v e r s i t y 
u n t i l e n t e r i n g t h e G r a d u a t e S c h o o l o f G e o r g i a I n s t i t u t e o f 
T e c h n o l o g y i n S e p t e m b e r 1 9 6 0 , H e r e c e i v e d h i s M . S . i n 
M e c h a n i c a l E n g i n e e r i n g i n J u n e , 1 9 6 3 , a n d r e m a i n e d a t G e o r g i 
I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y u n t i l S e p t e m b e r , 1 9 6 4 . H e i s n o w 
a t M i s s i s s i p p i S t a t e U n i v e r s i t y . 
